
با توجه به اينكه  و تابع  متناوب با دوره ي تناوب  است، لذا دوره ي ۱.گزينه ۲
تناوب تابع  نيز برابر يك خواهد بود. بنابراين مسأله را در بازه ي  بررسي مي نماييم. لذا داريم:
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۱
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همانگونه كه مشاهده مي شود، اعداد با طول صحيح ماكزيمم نسبي مي باشند و همچنين تابع فاقد مينيمم نسبي است.
۲.گزينه ۴

دامنه ي تابع برابر  مي باشد. در نتيجه نقاط بحراني تابع را بدست مي آوريم. لذا داريم:

 ، لذا حداقل مقدار تابع  برابر  مي باشد.

، در ، از آن جا كه  لذا  و به بيان ديگر  در عبارت  ۳.گزينه ۲
نتيجه همواره  بوده و مينيمم مطلق تابع برابر صفر است.

دقت نماييد با مشتق گيري از تابع  و به دست آوردن نقاط بحراني، مسير بسيار طولاني خواهد گرديد.
۴.گزينه ۴

 نقطه ای ماکسیمم سراسری (مطلق) است که بزرگتر �ا مساوی همه ی نقاط دامنه باشد و نقطه ای مینیمم مطلق است که

کوچکتر �ا مساوی همه ی نقاط دامنه باشد.

نکته: اگر  در همسايگي  تعريف شده باشد و نقطه ي  اکسترمم سراسري باشد، در اين صورت نقطه 

اکسترمم موضعي  خواهد بود.

در گز�نه های د�گر، در تابع  به شکل زیر، نقطه  ماکسیمم مطلق بوده ولی ناپیوسته و در نتیجه مشتق نا�ذیر می 

باشد و خط مماس نیز افقی نیست.

صفحه ۲
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صفحه ۲

۵.گزينه ۲

همانگونه كه مي دانيم در توابع هموگرافيك به فرم  مركز تقارن، محل برخورد مجانب هاي قائم و افقي مي باشد. در نتيجه

داريم:

مختصات مركز تقارن را داخل خط محور تقارن قرار مي دهيم.

  مركز تقارن 

 

 

از آنجا كه دو محور تقارن توابع هموگرافيك بر يكديگر عمودند لذا شيب ديگري  مي باشد. لذا داريم:

  عرض از مبداء

۶.گزينه ۳ را تعيين علامت مي كنيم. لذا داريم:

x
y
y

۱-۱
+ +-

، مشتق دوم وجود ندارد زيرا: از طرفي در 
  

حال با استفاده از جدول تعيين علامت  مشاهده مي شود تقعر تابع  در نقاط  و  تغيير مي كند و در هر
نقطه خط مماس واحد وجود دارد، لذا دو نقطه عطف دارد.

مجانب هاي تابع را در بي نهايت به كمك هم ارزي بدست مي آوريم. لذا داريم: ۷.گزينه ۴

  در  مجانب افقی  است. لذا دار�م:

توجه: در بي نهايت هرگز دو عبارت مساوي يكديگر نيستند بلكه هم ارز يكديگرند يعني ضرايب متغيرهاي هم درجه با هم برابرند.
۸.گزينه ۳

B

C A

O x
y

 

 

توجه: عبارت هايي كه نامثبت هستند (منفي و صفر) بيشترين مقدار آنها صفر است. ۹.گزينه ۱

از آنجا كه  بوده و در اين بازه  ، بنابراين از  نتيجه مي گيريم:
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صفحه ۳

ابتدا  را تعيين علامت كرده و سپس مشتق گيري مي كنيم. لذا داريم: ۱۰.گزينه ۱

 نقاط بحراني  

، لذا تابع  در مجموع  نقطه بحراني دارد. از طرفي در  نيز مشتق ناپذير مي باشد 
ها را در يك نقطه قطع كرده پس صورت تابع يك ريشه دارد.  تابع محور  ۱۱.گزينه ۴

حال با توجه به مجانب مايل خواهيم داشت:

از آنجا كه منحني، مجانب خود را قطع نمي كند لذا معادله تلاقي منحني و مجانب مايل فاقد ريشه است.

براي اينكه اين معادله ريشه نداشته باشد بايد عبارت  فاقد متغير  باشد بنابراين بايد:

۱۲.گزينه ۱
پس از مخرج مشترك گيري و مرتب سازي خواهيم داشت:

مي دانيم كه تابع هموگرافيك در حالت كلي يك تابع كسري است كه صورت درجه اول و مخرج نيز درجه اول است.

براي تبديل شدن به تابع هموگرافيك بايد ولذا  ،ازطرفي منحني ازنقطه  عبورمي كند.

يادآوري:  ۱۳.گزينه ۱

يادآوري: دوره تناوب اصلي تابع  برابر  است 

ابتدا تابع  را ساده مي كنيم. لذا خواهيم داشت:

نمودار تابع  به كمك انقباض با نسبت  از تابع  مطابق شكل روبرو است. در نتيجه تابع در هر دوره ي

متناوب، يك نقطه عطف دارد.
راه دوم:

صفحه ۴
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صفحه ۴

۲-۲ π ππ π-

راه حل اول: جهت تقعر تابع را در نقطه  بررسي مي كنيم. لذا داريم: ۱۴.گزينه ۴

 

تقعر رو به بالا   

تقعر رو به پايين  

در نتيجه تابع  در نقطه  ابتدا تقعر رو به پايين بوده و سپس رو به بالا مي باشد. بنابراين گزينه ي  صحيح مي باشد.
راه حل دوم: 

چون  در اطراف نقطه صفر، هم ارز با  است پس  و  پس مشتق اول همواره مثبت است و
تابع صعودي است پس گزينه  صحيح است.

از آنجا كه  مجانب قائم نمودار است لذا ريشه ي مخرج نيز مي باشد، در نتيجه داريم: ۱۵.گزينه ۴

در نقطه  تابع تعريف نمي شود لذا اين نقطه نيز ريشه ي مخرج است ولي از آنجا كه تابع در اين نقطه مجانب قائم ندارد، لذا

ريشه ي صورت نيز مي باشد، لذا خواهيم داشت:

۱۶.گزينه ۴
، نمودار  را رسم می کنیم. لذا خواهیم داشت:  به کمک نمودار تابع 

مشاهده می شود نقطه  ماکز�مم نسبی صفر تابع  و همچنین نقطه  مینیمم نسبی منحنی تابع  می باشد.

توجه: در هر فاصله ای که تقعر تابع  رو به بالا باشد، منحنی  در آن بازه صعودی رسم می شود و در هر فاصله ای که تقعر

b نزولی باشد، منحنی  نزولی رسم می شود.
a
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a b

۱۷.گزينه ۲
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صفحه ۵

۱۸.گزينه ۴
 راه اول: با رسم شکل، مشاهده می شود نقاط  نقاط بحرانی می 

باشند.

در نقطه  مشتق نا�ذیر بوده و مشتق تابع در نقاط  برابر صفر می 

باشد.

y

x π
۲
۵π

۲­

y

x

y

a a a a a۲۱ ۳ ۴ ۵

= sin x
y= sin x

π
۲
۵

π
۲­

راه دوم: ريشه هاي قدرمطلق و ريشه هاي مشتق آن نقاط بحراني تابع قدرمطلقي محسوب مي شود.

 نقطه بحراني دارد. 

با توجه به نمودار تابع معادله ي  فقط يك ريشه دارد بنابراين: ۱۹.گزينه ۲

 

حال با توجه به اين كه در اطراف مجانب قائم مقدار تابع  است، لذا مخرج كسر بايد ريشه مضاعف داشته باشد. لذا داريم:

۲۰.گزينه ۳

تابع هموگرافيك در حالت كلي صورت درجه اول و مخرج نيز درجه اول است.

مطابق شكل، مستطيل محاط در دايره را حول ضلع به طول  دوران مي دهيم تا استوانه اي با ارتفاع  و شعاع قاعده ي  ۲۱.گزينه ۲
حاصل شود. بنابراين مي خواهيم  ماكسيمم شود. از آنجا كه  در نتيجه داريم:

a
b

۶

 

 
  

از آنجا كه به ازاي مقادير  در بازه ي  لذا خواهيم داشت: ۲۲.گزينه ۴
 

y

x-۱
۱

۲

-۲

  

 در بازه ي  صعودي و پيوسته است و در اين بازه نقطه ي بحراني ندارد، پس نقاط ابتدا و انتهاي بازه ي
 اكسترمم هاي مطلق و نسبي تابع است.

در نتيجه تابع در  ،  مطلق و در نقطه ي  ،  مطلق دارد و اين نقاط طول اكسترمم هاي نسبي تابع نيز هست.
مي خواهيم زاويه ي  ماكسيمم باشد. ۲۳.گزينه ۲
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(۲a+ ۱) + (۲b−a)x− bx۲

۲x− ۱

⇒ a+ b = − + ۱ =
تابع هموگرافيك ⇒ ۲a+ ۱ = ۰ ⇒ a = −

۱
۲

A(۰, ۱) ∈ y ⇒ ۱ = ⇒ b = ۱−b

−۱

⎫
⎭⎬
⎪⎪
⎪⎪

۱
۲

۱
۲

bba

V = π ba۲+ = ۳۶a۲ b۲

= ۳۶ − ⇒ V = π b = π(۳۶ − )ba۲ b۲ a۲ b۲

⇒ (b) = (۳۶ − ) − ۲ = −۳( − ۱۲) = ۰ ⇒ = ۱۲ ⇒ b = ۲V ′ b۲ b۲ b۲ b۲ ۳√

x− ۳ < ۰ , [−۱, ۱]x۲

f(x) = x| − ۳| f(x) = −x( − ۳) = x(۳ − )x۲ − →−−−−−−
x∈[−۱,۱]

x۲ x۲

⇒ (x) = −۳ + ۳ x = ±۱f ′ x۲ − →−−−−−
(x)=۰f ′

−۱ ≤ x ≤ ۱ → ۰ ≤ ≤ ۱ → −۳ ≤ −۳ ≤ ۰ → ۰ ≤ −۳ + ۳ ≤ ۳x۲ x۲ x۲
f[−۱, ۱]

[−۱, ۱]

x = −۱minx = ۱max

A B = O B−O AM̂ M̂ M̂



صفحه ۶

B

M

AO

y x
α β

زاويه ي  زماني ماكسيمم است كه  ماكسيمم باشد:

نكته: در حالت كلي وقتي  ماكسيمم است كه  باشد.
از آنجا كه تابع بر محور طول ها مماس است لذا  ريشه مضاعف دارد. لذا داريم: ۲۴.گزينه ۲

از آنجا كه  مجانب افقي تابع است لذا عرض از مبدأ منحني كمتر از  خواهد بود. لذا خواهيم داشت:

  عرض از مبدأ

از ميان گزينه ها فقط گزينه ۲ در شرايط ارائه شده صدق مي كند.
۲۵.گزينه ۱

ها قرار دارد بنابراين گزينه  يا  صحيح است.  ابتدا و انتهاي منحني هم سطح است و روي محور 

نمودار  در بازه ي  بالاي محور  ها قرار دارد. 

۲۶.گزينه ۲
. روش اول: با توجه به شكل و فرض مسئله،  است، پس 

تابع مساحت مستطيل برابر است با:    
x x

y  

 

، از آن مشتق گرفته و برابر صفر قرار مي دهيم:     براي به دست آوردن بيش ترين مقدار تابع 

روش دوم:
نكته: اگر مجموع دو متغير مثبت مقداري ثابت باشد، آن گاه حاصل ضرب آن ها وقتي ماكزيمم است كه دو متغير با هم برابر باشند. 

، يعني  مجموع دو متغير  و  برابر مقدار ثابت  است. پس حاصلضرب آن ها وقتي بيش ترين مقدار است كه 
 و در آن صورت:

از تابع  مشتق مي گيريم:   ۲۷.گزينه ۱
  

هاست. با توجه به نمودار، مقدار مشتق در  برابر صفر است زيرا خط مماس بر تابع در اين نقطه موازي محور 

α = x+β ⇒ x = α−β

tan = tan( − ) =x̂ α̂ β̂
tan − tanα̂ β̂

۱ + tan tanα̂ β̂

tanα = = tanβ = =
OM

OA

y

۴
OM

OB

y

۹

tanx = = = f(y)
−

y

۴
y

۹
۱ + ⋅y

۴
y
۹

۵y
+ ۳۶y۲

xtanx

(y) = ۵ = ۰ ⇒ = ۳۶ ⇒ y = ۶f ′ ( + ۳۶) − ۲y۲ y۲

( + ۳۶y۲ )۲ y۲

xO = OA×OBM۲

y = ۰

f(x) = ⇒ a + ۴x− ۴ = ۰ ۱۶ − ۴(−۴a) = ۰ ⇒ ۱۶ + ۱۶a = ۰ ⇒ a = −۱a + ۴x− ۴x۲

+ bx۲ x۲ − →−−−
Δ=۰

y = −۱(−۱)

f(۰) = < −۱ ⇒ > ۱ ⇒ ۰ < < ۱ ⇒ ۰ < b < ۴− →−−
x=۰ −۴

b

۴
b

b

۴

f(x) = sin ۲x ⋅ cosx [۰, ]
π

۲

x۱۲⇒
⎧
⎩⎨
f(۰) = ۰
f( ) = ۰π

۲

f( ) = ۱ × > ۰π

۴
۲√

۲
f(۰, )

π

۲
x

۲x+y = ۸۸y = ۸۸ − ۲x

S(x,y) = xy ⇒ S(x) = x(۸۸ − ۲x) = ۸۸x− ۲x۲

S

(x) = ۸۸ − ۴x = ۰ ⇒ x = ۲۲ ⇒ max(S) = S(۲۲) = ۲۲(۸۸ − ۴۴) = ۲۲ × ۴۴ = ۹۶۸S
′

S(x) = x(۸۸ − ۲x) = ۲(x)(۴۴ −x)
x۴۴ −x۴۴۴۴ −x = x

x = ۲۲
max(S) = S(۲۲) = ۲ × ۲۲(۴۴ − ۲۲) = ۹۶۸

f

۴a sin ۴x+ ۲b cos ۲x  (∗)

x =
π

۱۲
x



صفحه ۷

حال براي يافتن طول نقاط اكسترمم نسبي، مشتق تابع  را برابر صفر قرار مي دهيم:

با توجه به نمودار، مقدار تابع در اولين اكسترمم نسبي با طول منفي برابر  است. طول اين اكسترمم با توجه به مجموعه جواب هاي به

دست آمده  است، پس:

چون تابع  در نقطه ي  مشتق راست دارد، پس از راست پيوسته است. هم چنين چون  در نقطه ي  مي نيمم دارد،  ۲۸.گزينه ۳
، بنابراين داريم:

علامت مشتق راست همواره نامنفي است.

۲۹.گزينه ۱

 
   جمع ضرايب صفر است.

 ريشه ي مضاعف تابع مشتق  بوده و لذا در  تابع اكسترمم نسبي ندارد و  ريشه ي ساده ي مشتق بوده و
از آزمون اول مشتق داريم:

x

f
+_f

-۲
۰

 طول نقطه ي مي نيمم نسبي است.  
بنابراين اين تابع تنها يك مي نيمم نسبي دارد.

توجه: ريشه ي ساده ي مشتق هرگز اكسترمم نسبي نيست چون علامت  در اطراف آن تغيير نمي كند و اما ريشه ي ساده مشتق عطف
است.

۳۰.گزينه ۱ تابعي فرد است  لذا براي يافتن نقاط بحراني، كافي است نقاط بحراني
را براي  يا  بيابيم. به خاطر فرد بودن تابع هر نقطه به صورت  كه نقطه ي بحراني باشد، نقطه ي 

 نيز نقطه ي بحراني مي شود. به ازاي  داريم:

به ازاي هيچ  برابر با صفر نمي شود هم چنين نقطه اي با شرط  وجود ندارد كه  در آن وجود نداشته باشد.
بنابراين تابع براي  و در نتيجه به خاطر فرد بودن تابع، براي  نيز هيچ نقطه ي بحراني ندارد. لذا اين تابع در كل دامنه ي

تعريف خود هيچ نقطه ي بحراني ندارد.

صفحه ۸

( ) = −۴a sin + ۲b cos = ۰ ⇒ −۴a( ) + ۲b( ) = ۰ ⇒ (−۲a+ b) = ۰f ′ π

۱۲
π

۳
π

۶
۳√

۲
۳√

۲
۳√

⇒ b = ۲a    (x) = −۴a sin ۴x+ ۴a cos ۲x−→−
(∗)

f
′

f

(x) = ۰ ⇒ sin ۴x = cos ۲x ⇒ ۲ sinx cos ۲x = cos ۲x ⇒ cos ۲x ⋅ (۲ sinx− ۱) = ۰f
′

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cos ۲x = ۰ ⇒ ۲x = kπ+ ⇒ x = +
π

۲
kπ

۲
π

۴
يا

sin ۲x = ⇒ ۲x = ۲kπ+  ,  ۲x = ۲kπ+ ⇒ x = kπ+  ,  x = kπ+
۱
۲

π

۶
۵π
۶

π

۱۲
۵π
۱۲

−۳

x = −
π

۴
f( ) = −۳ ⇒ a cos(−π) + b sin( ) = −۳ ⇒ −a− b = −۳    − ۳a = −۳ ⇒ a = ۱ ⇒ b = ۲(۱) = ۲−π

۴
−π

۲
− →−−−
b=۲a

fcfc

f(x) ≥ f(c)lim
x→c+

f (c) = ≥ ۰ ⇒′
+

lim
x→c+

f(x) −f(c)
  ≥۰

x− c  
≥۰

f(x) = − ۶ + ۸x ⇒ (x) = ۴ − ۱۲x+ ۸ ۴( − ۳x+ ۲) = ۰x۴ x۲ f ′ x۳ − →−−−−−
(x)=۰f ′

x۳

(x− ۱)( +x− ۲) = ۰ ⇒ (x− ۱ (x+ ۲) = ۰x۲ )۲⇒⇒
x = ۱( (x))f ′x = ۱x = −۲

x = −۲⇒

f ′

f(x)( = R− { } ,f(−x) = −f(x))Df ۰
x > ۰x < ۰A(α,f(α))

(−α, −f(α))A′x > ۰

f(x) = = = ⇒ (x) = =
۱ +x۲
− −−−−√
x

۱ +x۲

x۲

− −−−−−

√ + ۱۱
x۲

− −−−−−√ f ′
− ۲
x۳

۲ + ۱۱
x۲

− −−−−−√
−۱

x۳ + ۱۱
x۲

− −−−−−√
(x),x > ۰f ′x > ۰(x)f ′

x > ۰x < ۰



صفحه ۸

۳۱.گزينه ۳

در اين بازه تقعر منحني رو به بالاست.    

ابتدا نمودار هر دو تابع را در يك دستگاه رسم مي كنيم و سپس آن قسمت كه پايين تر است حذف شده و قسمتي كه ۳۲.گزينه ۲
بالاتر است مي ماند همانطور كه مي بينيم كم ترين مقدار آن در تقاطع دو تابع در قسمت منفي است.

y= +x
y= x

۱
۲

-۱

 

۳۳.گزينه ۴

براي اينكه تقعر رو به بالا باشد بايد  باشد.

 شرط اينكه اين معادله درجه دوم هميشه مثبت باشد

تنها مجانب قائم تابع  است، كه چون ريشه مضاعف است و تابع در اطراف مجانب قائم به صورت  مي ۳۴.گزينه ۱
باشد، پس مخرج تابع برابر  است، يعني  و  است. از طرفي تنها ريشه تابع  است و بايد  باشد.

پس:  

۳۵.گزينه ۱

  

مي دانيم همواره  است و از طرفي نبايد  باشد.

  

۳۶.گزينه ۱

 

براي اين كه اين تابع صعودي باشد، بايد  باشد:

 يا 

لازم به ذكر است كه مجموعه جواب فوق  (مجانب قائم) را شامل نمي شود، بنابراين قابل قبول است.
براي اين كه اين تابع داراي تقعر رو به پايين باشد، بايد  باشد. داريم:

 

با توجه به اشتراك مجموعه هاي  و  ، مي توان گفت كه تابع  در بازه ي  داراي تقعر رو به پايين بوده و صعودي
است.

f(x) = + ۲ cosx ⇒ (x) = ۲x− ۲ sinx ⇒ (x) = ۲ − ۲ cosxx۲ ۲√ f ′ ۲√ f ′′ ۲√

(x) = ۰ ⇒ cosx = = cos → x = ,x =f ′′ ۲√
۲

π
۴
x∈[۰,۲π] π

۴
۷π
۴

⇒ x ∈ ( , )
π

۴
۷π
۴

−۲x = x+ ۱ ⇒ x = − ⇒ f(− ) =− →−−−−−−
−۱<x<۰ ۱

۳
۱
۳

۲
۳

y = +a + ⇒ = ۴ + ۳a + ۳x ⇒ = ۱۲ + ۶ax+ ۳ = ۳(۴ + ۲ax+ ۱) ≥ ۰x۴ x۳ ۳
۲
x۲ y′ x۳ x۲ y′′ x۲ x۲

> ۰f ′′

{Δ ≤ ۰ ⇒ ۴ − ۱۶ ≤ ۰ ⇒ ≤ ۴ ⇒ −۲ ≤ a ≤ ۲a۲ a۲
a > ۰ ⇒ a = ۴ > ۰

x = ۱

(x− ۱)۲b = −۲c = ۱x = ۰a = ۰

(bc−a) = −۲ × ۱ − ۰ = −۲

⇒ gof (x) = g (x− [x]) = − ۱
f (x) = x− [x]

g (x) = − ۱
۱
x

⎫
⎭⎬ ۱

x− [x]

۰ ≤ x− [x] < ۱x− [x] = ۰

۰ < x− [x] < ۱ ⇒ > ۱ − ۱ > ۰۱
x− [x]

→
−۱ ۱

x− [x]

⇒ gof(x) > ۰ ⇒ = (۰, +∞)Rgof

f(x) = x+ ⇒ (x) = ۱ − ⇒ (x) =
۱
x

f ′ ۱
x۲ f ′′ ۲

x۳
(x) > ۰f ′

x < −۱ (I)(x) > ۰ ⇒ ۱ − > ۰ ⇒ ۱ > ⇒ > ۱ ⇒ x > ۱f ′ ۱
x۲

۱
x۲ x۲

x = ۰
(x) < ۰f ′′

< ۰ ⇒ < ۰ ⇒ x < ۰ (II)
۲
x۳ x۳

(I)(II)f(−∞, −۱)



صفحه ۹

۳۷.گزينه ۴

بنابراين نمودار تابع به صورت يك نيم بيضي به مركز مبدأ مختصات است.

ابتدا نمودار  را رسم مي كنيم. طول و عرض مستطيل مطابق شكل، برابر  و  است و داريم:

۲

x
y

x

x۲

{

y= ۳ ۸ ­

­

 

)، هرچه  عدد بزرگ تري باشد  با توجه به اكيداً صعودي بودن تابع  (زيرا  ۳۸.گزينه ۲
 نيز بزرگ تر خواهد بود. بنابراين ماكسيمم  به ازاي ماكسيمم  رخ مي دهد. پس ابتدا ماكسيمم مطلق  را به 

دست مي آوريم:
 

محاسبه ي بيش ترين مقدار تابع  با شرط  به صورت زير مي باشد:

 
همان طور كه قبلاً گفتيم ماكسيمم  به ازاي ماكسيمم تابع  يعني  رخ مي دهد كه برابر است با:

۳۹.گزينه ۳

بنابراين جهت  تقعر نمودار تابع در بازه ي  رو به پايين است. لذا  و در نتيجه  است.

فاصله ي دو نقطه ي  و  برابر  مي باشد. ۴۰.گزينه ۴

A ( )

M( )

B ( )

,

,

,

۱ ۵

x ۰

۷ -۲  

 

مي خواهيم  ماكسيمم شود، بنابراين:

 

روش دوم: 
ها را  در نظر بگيريد. محل برخورد  با محور  ها جواب است. قرينه ي  نسبت به محور 

صفحه ۱۰

y = → = (۸ − ) → ۴ + ۳ = ۲۴۳
۲

۸ −x۲− −−−−√ y۲ ۳
۴

x۲ y۲ x۲

y =
۳
۲

۸ −x۲− −−−−√۲x۳
۲

۸ −x۲− −−−−√

= ۲x× = ۳x ⇒ S = ۳۳
۲

۸ −x۲− −−−−√ ۸ −x۲− −−−−√ ۸ −x۲ x۴− مستطيل√−−−−−−

= ۳ × = ۰ ⇒ (۴x− ) = ۰ ⇒ (x)(۴ − ) = ۰ ⇒
۱۶x− ۴x۳

۲ ۸ −x۲ x۴− −−−−−−−√
x۳ x۲

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪
x = ۰ غ  ق  ق
x = ۲
x = −۲ غ  ق  ق

= ۳ × ۲ × = ۳ × ۲ × ۲ = ۱۲max ۸ − ۲۲− −−−−√
g (x) = +xx۳(x) = ۳ + ۱ > ۰g′ x۲x

g(x)g(f(x))f(x)f(x)

f (x) = − ۳x ⇒ (x) = ۳ − ۳ x = ۱, −۱x۳ f ′ x۲ − →−−−
=۰f ′

f(x)x ≤ ۱
f(۱) = −۲ , f(−۱) = ۲ , f(−∞) = −∞
maxf(x) = ۲

g(f(x))ff(x) = ۲
g (۲) = + ۲ = ۱۰۲۳

y ={ ⇒ ={− ۳ ;x ≥ ۳x۳ x۲

۳ − ;x < ۳x۲ x۳ y′ ۳ − ۶x ;x > ۳x۲

۶x− ۳ ;x < ۳x۲

⇒ ={y′′ ۶x− ۶ ;x > ۳ → ۶x− ۶ < ۰ → x < ۱ غ ق ق
۶ − ۶x ;x < ۳ → ۶ − ۶x < ۰ → x > ۱ ⇒ ۱ < x < ۳

(۱, ۳)a = ۱, b = ۳b−a = ۲

A( , )x۱ x۲B( , )y۱ y۲d = ( − + ( −x۱ x۲)۲ y۱ y۲)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−√
d = AM −BM = −+ ۲۵(x− ۱)۲

− −−−−−−−−−√ + ۴(x− ۷)۲
− −−−−−−−−√

d

= − = ۰ ⇒ =d′ x− ۱
+ ۲۵(x− ۱)۲

− −−−−−−−−−−−√
x− ۷

+ ۴(x− ۷)۲
− −−−−−−−−−−√

x− ۱
+ ۲۵(x− ۱)۲

− −−−−−−−−−−−√
x− ۷

+ ۴(x− ۷)۲
− −−−−−−−−−−√

=− →−−−
۲ توان (x− ۱)۲

+ ۲۵(x− ۱)۲
(x− ۷)۲

+ ۴(x− ۷)۲

⇒ + ۴ = + ۲۵(x− ۱)۲(x− ۷)۲ (x− ۱)۲ (x− ۷)۲(x− ۱)۲ (x− ۷)۲

⇒ ۲ |x− ۱| = ۵ |x− ۷| ۲x− ۲ = ۵x− ۳۵ ⇒ x = ۱۱− →−−
x>۷

BOx(۷, ۲)B′AB′x



صفحه ۱۰

وقتي  تابع  به دو خط افقي مجانب مي شود و بنابراين شيب آن به صفر ميل مي كند. يعني  مجانب ۴۱.گزينه ۲
افقي تابع  است.

 ،  نقطه ی عطف تابع  است بنابراین طول اکسترمم نسبی تابع  می باشد از طرفی در 

صعودی است �س  در  �ک مقدار مثبت دارد. بنابراین نمودار  شبیه گز�نه ی  خواهد بود.

 

x

y

نمودار تابع را در دوره تناوب  بررسي مي كنيم: ۴۲.گزينه ۳
نمودار مجانب قائم ندارد، بنابراين ريشه ي مخرج، ريشه ي صورت نيز هست.

با توجه به نمودار، تابع اكسترمم نسبي برابر  دارد. ابتدا طول اكسترمم را مي يابيم:

۴۳.گزينه ۱

 ابتدا دو نمودار  و  را رسم می کنیم و  را مشخص می کنیم:

با توجه به نمودار، کم ترین مقدار تابع  در  �عنی محل برخورد دو ضابطه است:
 

۱
۲

۳
۴

تابع  يك تابع پيوسته و مشتق پذير است، بنابراين اگر  طول اكسترمم نسبي آن باشد آنگاه  ۴۴.گزينه ۴
طبق قضيه ي بولزانو براي اين كه تابع  در  داراي ريشه باشد بايد 

با تعيين علامت  و  وضعيت يكنوايي و تقعر تابع را مشخص ميكنيم. ۴۵.گزينه ۳

 

ناحيه اي كه   و   را مشخص ميكنيم:

 

اشتراك  و  پاسخ سؤال است كه برابر بازه  مي باشد.
بايد  و  باشد. ۴۶.گزينه ۲
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x>۰
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x<۰

x > ۱

x < ۰

(x) < ۰ ⇒f ′′
⎧
⎩⎨x− ۲ < ۰ ⇒ x < ۲ ۰ < x < ۲− →−−

x>۰
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x<۰
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صفحه ۱۱

x
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y

۱
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۱
e

 

 

 

 

تابع در بازه ی  نزولی و تقعر رو به �ایین دارد.

ابتدا محل تلاقي نمودار تابع   را با محورهاي مختصات به دست ميآوريم: يعني براي محاسبه محل ۴۷.گزينه ۲

ها بجاي  صفر قرار ميدهيم. ها بجاي  صفر و براي محاسبه محل برخورد با محور  برخورد با محور 
 

اكنون معادله خط گذرنده از نقاط A و B را پيدا ميكنيم. داريم:

 

باتوجه به اين كه مركز تقارن تابع هموگرافيك به فرم   نقطه   است، مركز تقارن منحني به معادله  

 ، نقطه   است.

ميدانيم فاصله نقطه   از خط   برابر است با:  

بنابراين فاصله نقطه   از خط   برابر است با:

 

باتوجه به اين كه   ، داريم: ۴۸.گزينه ۴

 

بنابراين  است. از طرف ديگر ميدانيم   ، بنابراين داريم:

 

با فرض  داريم:

 

در صورتي كه در نمودار متن سؤال،  است، بنابراين  غير قابل قبول و در نتيجه  قابل قبول است.
تابع  در كل دامنه ي خود  مشتق پذير است، بنابراين مشتق آن در نقاط اكسترمم نسبي برابر صفر مي  ۴۹.گزينه ۴

باشد. حال طول اكسترمم نسبي تابع  را به دست مي آوريم. داريم:

 

نقطه ي  ، طول اكسترمم نسبي تابع  است. براي تشخيص نوع اكسترمم (ماكسيمم يا مينيمم نسبي بودن) از آزمون مشتق

دوم كمك مي گيريم، داريم:

صفحه ۱۲
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صفحه ۱۲

 

، تابع  ماكسيمم نسبي نمي  ،   ، طول نقطه ي مينيمم نسبي است، لذا به ازاي هيچ مقدار  بنابراين به ازاي هر مقداري براي 

تواند داشته باشد.
ميدانيم تابع درجه دوم و تابع هموگرافيك فاقد نقطه عطف هستند، يعني هر دو ضابطه به تنهايي فاقد عطف هستند. ۵۰.گزينه ۳

بنابراين تابع  با ضابطه   فقط در نقطه مرزي  ميتواند نقطه عطف داشته باشد، بنابراين

) مسلماً نادرست هستند. حال به بررسي نقطه  ميپردازيم: ) و ( گزينههاي (
تابع در  پيوسته است.      

 

بنابراين تابع  در نقطه  داراي خط مماس واحد است. در نتيجه شرايط اوليه وجود عطف (دارا بودن خط مماس واحد) را دارد. با
، داريم: تشكيل ضابطه 

 

باتوجه به اين كه تابع  در اطراف  تغيير علامت ميدهد، بنابراين  طول نقطه عطف است.
۵۱.گزينه ۲

  بیشترین  نقطه ی  را روی خط  در نظر می گیر�م. می خواهیم حاصل 

مقدار ممکن باشد:

 

y

x

(۴,۷)

(۲,۳)

-۱

B

A

M (x,y)

از تابع  مشتق گرفته و برابر صفر قرار مي دهيم تا طول نقطه ي اكسترمم آن به دست آيد:

 

براي تسريع در حل سؤال، تساوي اخير را ساده و آن را معكوس كرده و به توان  مي رسانيم كه در آن صورت داريم:

 

به ازاي  بيشترين مقدار تفاضل  از  و  و به ازاي  كمترين مقدار براي تفاضل فواصل مورد نظر به دست مي آيد. 
باتوجه به فرض، تابع   صعودي و تقعرش رو به پايين است، پس: ۵۲.گزينه ۲
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صفحه ۱۳

 

): مجموعه جواب نهايي ) و (   اشتراك (

چون   مجانب قائم تابع  است، پس ريشه مخرج آن است، يعني: ۵۳.گزينه ۲

 

y

x۳ π
۴

پس ضابطه تابع به صورت   ميشود.

 باتوجه به ر�شههای معادله:
 

 كه در نمودار، تابع  به ازاي اين نقطه، تعريف نشده است (نقطه توخالي) و چون تابع در اين نقطه حد دارد، پس صورت تابع  نيز بايد

به ازاي  صفر شود، يعني:

 

با توجه به بازه ي داده شده تابع را بازنويسي مي كنيم: ۵۴.گزينه ۴

 

در بازه ي   نمودار تابع  ثابت است. بنابراين بي شمار نقطه ي بحراني دارد.
توجه: روي خط   بي شمار نقطه ي بحراني وجود دارد. زيرا مشتق برابر صفر است.

ها   ها در نقطه ي   مماس است، بنابراين معادله ي تلاقي آن با محور  با توجه به شكل، نمودار تابع  بر محور  ۵۵.گزينه ۱

 ريشه ي مضاعف مي دهد. از طرفي مجانب مايل تابع از نقطه ي   مي گذرد، داريم:

صفحه ۱۴
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صفحه ۱۴

معادله مجانب مايل را به روش تقسيم به دست مي آوريم:

 

۵۶.گزينه ۳

۵۷.گزينه ۲

 مجانب قائم

 مايل 
ها مماس است   ريشه ي مضاعف دارد زيرا مطابق شكل، تابع بر محور 

 
در حالت كلي، براي محاسبه اكسترمم هاي نسبي مي توانيم مشتق تابع را در نقاط بحراني تعيين علامت كنيم. ۵۸.گزينه ۱

نقاط بحراني، نقاطي از دامنه ي تابع هستند كه مقدار مشتق در آن نقاط صفر است يا تابع در آن نقاط مشتق ندارد. ۵۹.گزينه ۳
ريشه هاي ساده ي قدرمطلق، نقاط بحراني محسوب مي شوند.

 
براي محاسبه ي ريشه ي مشتق بايد قدرمطلق را پرانتز در نظر بگيريم.
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¯ ¯¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄

− x−b
۲

b۲
۴

b۲
۴

¯ ¯¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄

۱
۲

۱
۴

− →−−−−
(۰ , )۱

۲ ۱
۲

۱
۴

V = π h , = +
۱
۳

r۲ L۲ h۲ r۲

π h = → h = ۱ → =
۱
۳

r۲ π

۳
r۲ r۲ ۱

h

S = π × = π → = ۰ → كافيست مشتق زير راديكال را برابر صفر قرار دهيم
۱
h

−−

√ +h۲ ۱
h

− −−−−−

√ h+
۱
h۲

− −−−−−√ S′

→ ۱ − = ۰ → = ۲ → h =
۲
h۳ h۳ ۲√۳

f(x) =
+ax+ bx۲
x+ c

x = −۳ → c = ۳
− −−−−

∣∣

y = x+a− ۳ ۴ +a = ۰ →− →−−−
(۷ , ۰)

a = −۴
− −−−−−

∣∣

→ − ۴b = ۰a۲xf(x) = ۰ →

→ ۱۶ − ۴b = ۰ → b = ۴
− −−−−

∣∣

= ۲(x− ۱) + (x− ۱ ×y′ x۲−−−√۳ )۲ ۲
۳ x√۳

= ۲(x− ۱)( + ) = = ۰ ⇒y′ x۲−−−√۳ x− ۱
۳ x√۳

۲(x− ۱)(۳x+x− ۱)
۳ x√۳

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪
x = ۱
x = ۱

۴
x = ۰

نقاط بحراني

⇒
x

f ′

f

−
↘

۰

min
+
↗

۱
۴

max
−
↘

۱

min
+
↗

x =
۱
۴

طول ماكسيمم نسبي

f(x) = (x− ۱) ⋅ | +x− ۲|x۲

+x− ۲ = ۰ → x = ۱ , x = −۲x۲
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۶۰.گزينه ۱
 تابع  تنها �ک نقطه ی اکسترمم دارد و با توجه به ضر�ب  این نقطه مینیمم نسبی است بنابراین شکل

تابع به صورت زیر است:

y

x

بنابراين براي اين كه تابع  يك ريشه ي مثبت و يك ريشه ي منفي داشته باشد بايد مقدار مينيمم نسبي و عرض از مبدأ منفي باشند
داريم:

f(x) = (x− ۱) ⋅ ( +x− ۲) = + − ۲x− −x+ ۲x۲ x۳ x۲ x۲

f(x) = − ۳x+ ۲ → (x) = ۳ − ۳ = ۰ → x = ±۱x۳ f ′ x۲

A(−۱, −۴) , B(۱, ۰)،(−۲, ۰)

S = = = ۶
ارتفاع قاعده×

۲
۴ × ۳

۲

f = − ۴x+ax۴x۴

f

{ ⇒{ ⇒ a < ۰f(x) = − ۴x+a ⇒ (x) = ۴ − ۴ = ۰ ⇒ x = ۱ ⇒ f(۱) = −۳ +a < ۰x۴ f ′ x۳
f(۰) = a < ۰

a < ۳
a < ۰


