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11 واحدهاي زاويه )درجه(
درجه

�ره�مح�طد
360

o   بچه ها! مي خوام 1 درجه رو براتون تعريف كنم. به همين منظور محيط يك دايره رو      

    به 360 قسمت مساوي تقسيم كرده و يك تيكه ي دلخواه رو انتخاب مي كنم.

  آقا اجازه؟! حتماً  مي خوايد بگيد كه هر تيكه، يك درجه هست. مگه نه؟
o    نه عزيزم. اصلًا نمي خواستم اينو بگم!اشتباه خيلي از دانش آموزها اينه كه فكر مي كنن   

           

��و�همر�ز�

1


1 محيط يك دايره برابره با 1 درجه، اما من مي خوام اين اشتباه رو تصحيح كنم.                        
360             

1 محيط دايره نبايد بگيم 1 درجه،بلكه به زاويه اي مركزي  كه
360 »به

1 محيط دايره رو در برمي گيره مي گيم 1 درجه«
360

o    بچه ها! يه قرارداد: براي راحتي كار، از اين به بعد    مبد 



قرريالدد

             هر زاويه رو روي نوك عقربه اش  نمايش بديد. يعني:     

                                                                                                 

توجه:  اگر زاويه يα برخلاف عقربه ي ساعت حركت كنه 
فزش

ش
اه


α  در حال افزايشه )حركت در جهت مثبت( و در            مي گيم

90     غير اينصورت  در حال كاهشه. )حركت در جهت منفی(
60

45
30

330
315

300

120
135

150

210
225

240
270

0180 مبد�حر�ت             با توجه به قرارداد بالا ميشه زواياي معروف روي دايره رو به صورت روبرو نمايش داد: )بر حسب درجه(        

رادیان

r

r

{

{

 بچه ها! حالا مي خوام يك راديان رو براتون تعريف كنم. پس خوب دقت كنيد:      

 1( قسمتي از محيط دايره رو انتخاب مي كنم كه اندازه اش برابر شعاع دايره باشه. يعني: 

 2( زاويه اي مركزي رسم مي كنم كه از دو سر اين قطعه بگذره. 
1Rad

  به اين زاويه يك راديان مي گيم. نگاه كنيد:                            

  آقا اجازه؟! هر يك راديان چند درجه ميشه؟       هر راديان تقريباً 57/3 درجه هست.  
  آقا اجازه؟! هر نيم دور از دايره چند راديانه؟

        1Rad

1Rad
1Rad

Rad0/14
π راديان.        / راديانه. يعني هر نيم دور از دايره برابر با Rad3             با توجه به شكل روبرو، هر نيم دور از يك دايره تقريبا 14

π راديانه.                         به عبارت ديگه 180درجه معادل با 
Radπ2  ،

Radπ3
2

 ، Radπ ،
Radπ

2  
 ، Rad0 :360 بر حسب راديان عبارتند از 270 و ،180 ، 90 ،0دوستان من! معادل زواياي           

 9مثلثات
ل

ص
ف

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



217 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

o   بچه ها! ايندفعه مي خوام 12 تا زاويه اي كه توي ربع هاي اول تا چهارم       
قرار دارن رو در غالب 3 تا ضربدر بيان كنم. )بر حسب راديان(

 

( مي سازن. π4  ضلع هاي اين ضربدر، با افق زاويه ي 45 درجه )يعني

45
45

45
45

2
4

6
4

3
4

5
4

1
4

7
4

4
4

بنابراين زاويه هايي كه روي ضربدر با مدل 45 درجه قرار دارن بر       

( π7
4 π5 و

4 ، π3
4 ، π1

4 يعني: ) π4 هستن.   حسب

 2( ضربدر با مدل 45 درجه:

) π6  هر كدوم از ضلع هاي اين ضربدر، با افق زاويه ي 30 درجه )يعني

30
30

30
30

7
6

1
6

1
6

1

5
6

3
64

6
2
6

9
6

8
6

6
6

1
6
0

 مي سازن . بنابراين زاويه هايي كه روي ضربدر با مدل 30 درجه قرار  

( π11
6 π7 و

6 ، π5
6 ، π1

6 يعني: ) π6 هستن.  دارن بر حسب

  1( ضربدر با مدل 30 درجه:

 با افق ايجاد مي كنن. 
Radπ

3 2اضلاع اين ضربدر، زاويه ي60 يا
3

1
3

5
3

4
3

3
3

60
60

60
60

بنابراين زاويه هايي كه روي ضربدر با مدل 60 درجه قرار                    

( π5
3 π4 و

3 ، π2
3 ، π1

3 يعني:  ) π3 هستن.  دارن بر حسب

3( ضربدر با مدل 60 درجه: 

مثال  زواياي زير را روي دايره معلوم كنيد.
πα= 7

6
π7
6

)1

7
6


6


6


6


6

6

6


6

π6 هست، پس روي ضربدربا مدل 30 درجه قرار داره و براي                  با توجه به اينكه اين زاويه بر حسب
π7 برسيم.

6 π6 رو طي كنيم تا به زاويه ي         معلوم كردن اين زاويه روي دايره كافيه از مبدأ حركت 7 تا

πα= 5
3 π5
3 )2

π3 هست پس روي ضربدر با مدل 60 درجه قرار داره.         اين زاويه برحسب


3


3


3


3


3

5
3

π5 روي دايره معلوم ميشه.     
3 π3 رو طي كنيم، زاويه ي         اگه از مبدأ حركت 5 تا

πα= 5
4 π5
4 )3

π4 هست پس روي ضربدر با مدل 45          از اون جايي كه اين زاويه بر حسب

5
4


4


4


4


4


4

π5 خواهيم رسيد.                
4 π4 رو طي كنيم، به زاويه ي         درجه قرار داره. بنابراين اگه از مبدأ حركت 5 تا

 
α  را مشخص كنيد.  مثال  در هر يك از شكل هاي زير مقدار زاويه ي

α با افق زاويه ي60 مي سازه، پس روي ضربدر با مدل 60 درجه قرار  60   از اونجايي كه  )1

     


3


3


3


3

  4
3

π3 رو طي كرده.  α از مبدأ حركت چند تا π3 هست. لذا كافيه كه ببينيم                              داره و بر حسب
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست218

α با افق زاويه ي45 مي سازه، حتماً روي ضربدر با مدل 45 درجه قرار داره 45  از اونجايي كه   )2
    


4


4


4

  3
4

π4 رو طي كرده.    α از مبدأ حركت چند تا π4 هست. بنابراين بايد بفهميم كه                               و بر حسب

 

30 مي سازه، پس روي ضربدر با مدل 30 درجه قرار داره  α با افق زاويه ي 30  از اونجايي كه  )3

              
6


6


6


6

6
  5

6
π رو طي كرده.     

6
α از مبدأ حركت چند تا π هست. لذا كافيه معلوم بشه كه

6
                             و بر حسب

توجه توجه توجه: بچه ها! تا نام و مكان زواياي معروف روي دايره رو توپِ توپِ توپ ياد نگرفتيد، وارد قسمت بعدي نشيد. 

cosα sinα  و  زندگی نامه ی 22

دریكمثلثقائمالزاویه cosα و sinα تعریف

o   بچه ها! مثلث قائم الزاويه ي روبرو رو در نظر بگيريد. با توجه به اين مثلث مي خوام دو تا قرارداد باهاتون ببندم.     
r

y

x


sinα =
 �[��»����α 

����
ضلع مقابل

وتر sin  .    يعنی:    y
rα =     داريم :   

r y

x
قرارداد 1: در مثلث قائم الزاويه ی 

                                
  �[��»����α 

����
ضلع مجاور

cosαوتر = cos  .     يعنی:   x
rα =     داريم :   

r

x

y
قرارداد 2: در مثلث قائم الزاويه ی 

               
،،cos60 رو محاسبه كنيد؟ cos30 ، sin 60 ، sin 45 ، sin حالا يه سؤال: با توجه به قراردادي كه بستم، آيا مي تونيد مقادير30

  آقا اجازه؟! بله  مي تونيم. بايد مثلث قائم الزاويه اي با ضلع هاي معلوم درست كنيم كه داراي زاويه هاي 30 و 60 باشه.

cos60 رو طبق قراردادي كه گفتيد به دست بياريم. ، cos30، sin 60 ، sin           در اين صورت مي تونيم 30
            اما براي ايجاد يك مثلث قائم الزاويه با شرايط بالا، ميشه يك مثلث متساوي الاضلاع به ضلع 2 واحد رو از وسط نصف كرد. يعني:

           

1 1

2 2

1

2

30

60
60

30

3

ف�ثاغوريالث � ريال�بطه طبق

sin cos
,

sin cos

 = = = =  
 
 = = = =  

1 330 302 2
1360 602 2

sin cos
,

sin cos

 = = = =  
 
 = = = =  

1 330 302 2
1360 602 2

sin cos
,

sin cos

 = = = =  
 
 = = = =  

1 330 302 2
1360 602 2

sin cos
,

sin cos

 = = = =  
 
 = = = =  

1 330 302 2
1360 602 2

sin cos
,

sin cos

 = = = =  
 
 = = = =  

1 330 302 2
1360 602 2

sin cos
,

sin cos

 = = = =  
 
 = = = =  

1 330 302 2
1360 602 وتر2

ضلع مقابل30

ضلع مقابل60
وتر

وتر

وتر
ضلع مجاور30

ضلع مجاور60

45 ميشه از مربعي به ضلع 1 واحدكمك گرفت؟ يعني:    آقا اجازه؟!براي ايجاد مثلثي قائم الزاويه با زاويه ي

 
sin

cos


= = =



 = = =

1 245 22
1 245 22

2

4545

45

1

11

1

1

1

ف�ثاغوريالث � ريال�بطه طبق

وتر

ضلع مقابل45
وتر

ضلع مجاور45

o   آفرين به تو دانش آموز خوش فكرم!   

1
2 2 و

2 ، 3
2 60 يكي از اين 3 مقدار هستن يعني: 45 و ، 30زواياي cos sin و بچه ها! پس فهميديم كه

            اگه به سه مقداربدست اومده خوب دقت كنيد مي بينيد كه: 
           1( مخرج ها مقداري ثابت دارن يعني: 2

           2( در صورت كسر، سربازهاي 3، 2 و 1 به ترتيب در حال رژه رفتن هستن كه كلاه )راديكال( روي سرشون قرار داره.
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219 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

دردایرهیمثلثاتی cosα و sinα تعریف
جهت  منفی

جهت  مثبت

r=1 { A
تعريف دايره ي مثلثاتي: دايره اي به شعاع 1 واحدرو دايره ي مثلثاتي ميگيم.اين دايره جهت دار و نقطه ي A مبدا حركتشه. يعني:

             بچه ها! شاعر ميگه: شنيدن كي بود مانند ديدن . من هم مي گم : حفظ كردن كي بود مانند فهميدن

            از اينجا به بعد مي خوام به كمك دايره ي معجزه گر )يعني دايره ي مثلثاتي( كاري بكنم كه شما يكبار براي هميشه طعم شيرين مثلثات رو  

            بچشيد. پس خوب به حرفام دقت كنيد:
r=1

 α هست در نظر بگيريد.   o    بچه ها! روي دايره ي مثلثاتي، عقربه اي رو كه حاوي زاويه ي   

            اگه اين عقربه رو روي محور افق تصوير كنم، يك مثلث قائم الزاويه به وجود مي آد.

                   
r=1


y

x

ysin sin y

xcos cos x

 α = α =

 α = α =


1

1

ysin sin y

xcos cos x

 α = α =

 α = α =


1

1

ysin sin y

xcos cos x

 α = α =

 α = α =


1

1

ysin sin y

xcos cos x

 α = α =

 α = α =


1

1

ysin sin y

xcos cos x

 α = α =

 α = α =


1

1
cosα رو طبق قرارداد تعريف كرد:                               ، sinα             پس ميشه

 

) ysin
r

α = sin ميشه. )در دايره هاي ديگه: yα =  اولين معجزه ي دايره ي مثلثاتي: فقط در دايره ي مثلثاتيه كه
           اگه به دايره ي مثلثاتی زير نگاه كنيد,مي بينيد كه y ارتفاع نوك عقربه هست. پس ميشه گفت:

 
sinيعنی yα =

y
عقربه نهوك �ريالتفا�

sin 

sinα = ارتفاع نوكه عقربه

                            

) xcos
r

α = cos ميشه. )در دايره هاي ديگه: yα =  دومين معجزه  ي دايره ي مثلثاتي: فقط در دايره ي مثلثاتيه كه

x طول نوك عقربه هست. پس ميشه گفت:       اگه باز هم به دايره ي مثلثاتي زير دقت كنيد مي بينيد كه

       

x
عقربه نهوك طول

cos 



cos yα = يعنی cosα = طول نوكه عقربه

sin sin sin→ < <30 45 60
30

45 60
sin30

sin45 sin60

با توجه به شكل

30با توجه به شكل
45 60

30cos 45cos 60cos cos cos cos→ < <30 45 60

    1
2 2 و

2 3 و
2 30 يكي از سه مقدار 45 و sin زاويه هاي60 و cos و o    بچه ها! آيا يادتونه كه در قسمت قبل نتيجه گرفتيم كه   

             رو اختيار مي كنن؟    آقا اجازه؟! بله يادمونه.
                                                                                                                                                       

30

45
60

0

1
sin =60

sin =45

sin =30 1
2

2
2

3
2

cos60
cos45

cos30

30

45
60

0 1
1
2 2

2
3
2

                  حالا ازتون مي خوام اين سه مقدار رو روي دايره ي مثلثاتي مشخص كنيد.       

  آقا اجازه؟! با توجه به تصويرسازي هايي كه براي ما كرديد،                    
          خيلي راحت ميشه اين كار رو انجام داد.
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست220

  آقا اجازه؟! تا به حال ما اين مقادير رو به كمك يك جدول حفظ مي كرديم و خيلي از اوقات اونهارو با هم قاطي مي كرديم. اما 
: (sin , sin , cos , cos )= = = =00 0 90 1 1 90 0           حالا به كمك اين دايره ي معجزه گر، خيلي راحت مي تونيم بگيم كه

o   پس عزيزم، يواش يواش داره از مثلثات خوشت مي آيد. مي خوام بهت بگم تازه كجاشو ديدي ي ي ...!!!   

مقدارسینوسوكسینوسزاویههایيكهرويضربدرهايمدلسازيشدهقراردارند!

   sin cos و 60 قرار داشتن. لطفاً 45 و ، 30 o   بچه ها! درقسمت قبل، زاويه هايي رو به شما معرفي كردم كه روي ضربدرهايي با مدل   

             اين زاويه ها رو به دست بياريد. 
  آقا اجازه؟! اين ضربدرهاي مدل سازي شده عجب چيز باحالي هستن. الان هر چي خواستيد رو براتون به دست مي آريم:

   

   

5
6

7
6


6

11
6

1
2

1
2-

3
4

5
4


4

7
4

2
2

2
2

-

2
3

4
3


3

5
3

3
2

3
2

-

sin sin

sin sin

 π π= =


ππ − = =

3 2
4 4 2

75 2
4 4 2

sin sin

sin sin

π π = =
 π −π = =

15
6 6 2

11 17
6 6 2

sin sin

sin sin

 π π= =


ππ − = =

2
2 3

3 3
54 3

3 3 2
 

    

 

cos cos

cos cos

 ππ = =


ππ = = −

11 3
6 6 2

75 3
6 6 2

cos cos

cos cos

π π = =
 ππ = = −

15
3 3 2

4 12
3 3 2

cos cos

cos cos

 π π= =


ππ − = =

7 2
4 4 2

53 2
4 4 2

5
6

7
6


6

3
2

3
2

-

11
6

3
4

5
4


4

7
4

2
2

2
2

- 1
2

1
2-

2
3

4
3


3

5
3

sin زواياي معروف رو به كمك دايره ي معجزه گر    cos و o    بچه ها! بهتون تبريك مي گم. چون الان به مرحله اي رسيديد كه مي تونيد   

             )مثلثاتي( به دست بياريد.

دردایرهیمثلثاتی cosα و sinα علامت

cosα در هر ربع از دايره ي مثلثاتي چه علامتي دارن؟ sinα و o    بچه ها! ميشه بگيد كه مقادير   

  آقا اجازه؟! اين كه خيلي آسونه.
α در ربع اول و دوم باشد،    sinα ارتفاع نوك عقربه  هست، پس اگه             از اون جايي كه

      
�ول

دوم

+
+
1

-1




چمهاريالم

سوم
-
-

1

-1




sinα منفيه. يعني:                    علامتsinα مثبته و اگه در ربع سوم و چهارم باشه، علامت 
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221 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

cosα طول نوك عقربه هست، پس ميشه گفت:            اما با توجه به اين كه
  

چمهاريالم

�ول

1-1 + +





دوم

سوم





--
           در ربع اول و چهارم، علامتcosα مثبته و در ربع دوم و سوم منفيه.                   

α كدام است؟ sin باشد، محدوده ي cosα + α sin  و  0> cosα α مثال  اگر  0<
cosα هم علامتند. يعني: sin پسsinα و cosα α >0 o   بچه ها! از اون جايي كه

مقداري منفيه، نتيجه cosα sinα و          )هر دو مثبت يا هر دو منفي( اما چون مجموع
α در ربع سوم قرار داره:           مي گيريم كه هر دوشون منفي هستند. يعني

π⇒ π < α < 3
2

α  در ربع سوم قرار دارد 

 -

-
3
2

                                                                                 

cosα و sinα محدودهی

cosα در چه محدوده اي قرار دارن؟ sinα و o   بچه ها! يه سؤال ديگه: ميشه بگيد   
    آقا اجازه؟! مي دونيم كه در دايره ي مثلثاتي شعاع برابره با  1  

  
                                          

حداكثر برابر 1 و حداقل برابر 1- ميشه sinα  بنابراين اگر عقربه يα رو هر قدر هم كه بچرخونيم،
cosα هم حداكثرش 1 و حداقلش 1- هست cosα هم صدق مي كنه. يعني    اين مطلب براي 



 

0

1

-1

sin

sin

sin

sin



 

0 1-1
coscos

cos cos

cos اين زاويه افزايش پيدا مي كنن يا كاهش؟ sin و α،مقادير o   بچه ها! باز هم يه سؤال: به نظر شما در هر ربع، با افزايش زاويه ي   

  آقا اجازه؟! شكل هاي بالا همه چي رو دارن نشون مي دن. يعني:

sinα زياد ميشه.      در ربع اول و چهارم با افزايشα، مقدار

sinα كم ميشه. اما در ربع دوم و سوم با افزايشα، مقدار sin
cosα كم ميشه.  در ربع اول و دوم با افزايشα، مقدار

cosα زياد ميشه. در ربع سوم و چهارم با افزايشα، مقدار cos

 cotα tanα و  زندگی نامه ی  33

دریكمثلثقائمالزاویه cotα و tanα تعریف

cosα رو براتون تعريف كردم.  sinα و o   بچه ها! همون طور كه قبلًا ديديد، با دو تا قرارداد،   

    حالا می خوام دوتا قرارداد ديگه رو باهاتون تنظيم كنم.

ضلع مقابل
ضلع مجاور

α
α

tanα = tan       يعنی :   y
xα =   داريم : 

r
y

x
 قرارداد 3  : در مثلث قائم الزاويه ی 

cotα = ضلع مقابل
αضلع مجاور

α
cot       يعنی :   x

yα =   داريم : 
r

y

x
 قرارداد 4 : در مثلث قائم الزاويه ی 
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cot رو محاسبه كنيد. 60  ، cot 45 ، cot 30 ، tan 60 ، tan 45 ، tan o    بچه ها! با توجه به قراردادهايي كه با شما بستم، لطفاً مقادير30   

آقا اجازه؟! به روي چشم.
cos زواياي 60، 45 و 30 استفاده كرديم،  sin و     از همون مثلث هاي قائم الزاويه اي كه براي محاسبه ي

cot هم استفاده كرد. يعني:  ، tan     ميشه براي محاسبه ي
 

1

2
30

60

طبق قضيه فيثاغورث

tan cot
,

cottan

 
= = = = = =  

 
  = = == = =  

1 3 330 30 33 13
1 33 6060 3 331

tan cot
,

cottan

 
= = = = = =  

 
  = = == = =  

1 3 330 30 33 13
1 33 6060 3 331

tan cot
,

cottan

 
= = = = = =  

 
  = = == = =  

1 3 330 30 33 13
1 33 6060 3 331

tan cot
,

cottan

 
= = = = = =  

 
  = = == = =  

1 3 330 30 33 13
1 33 6060 3 331

tan cot
,

cottan

 
= = = = = =  

 
  = = == = =  

1 3 330 30 33 13
1 33 6060 3 331

tan cot
,

cottan

 
= = = = = =  

 
  = = == = =  

1 3 330 30 33 13
1 33 6060 3 331

ضلع مجاور
30

30
30

60
60

60
60

ضلع مقابل

ضلع مقابل

ضلع مقابل

ضلع مقابل
ضلع مجاور

ضلع مجاور

ضلع مجاور

30
3

o    آفرين عزيزم.   

, ,

× ×3 3

13 33
, و 1 و  ,

× ×3 3

13 33
60 يكی از اين سه مقدار هستند:  45 و 30 و زوايای  cot tan و  بچه ها! پس فهميديم كه 

                                                                                                                       
3 رو مي دن. ,  خوب دقت كنيد مي بينيد كه تشكيل يك تصاعد هندسي با قدرنسبت  ,

× ×3 3

13 33 , ,

× ×3 3

13 33
, ,

× ×3 3

13 33 , ,

× ×3 3

13 33
, ,

× ×3 3

13 33 , ,

× ×3 3

13 33
, ,

× ×3 3

13 33             اگه به اين سه مقدار 

دردایرهيمثلثاتي cotα و tanα تعریف

dخط

 {r=1

α هست در  نظر بگيريد.   o    بچه ها! روي دايره ي مثلثاتي، عقربه اي رو كه حاوي زاويه ي   

d در سمت راست دايره، به دايره مماس شده.اگر من      همون طور كه مي بينيد,خط 

رو قطع كنه، يك مثلث قائم الزاويه به وجود مي آد. d      اين عقربه رو امتداد بدم تا خط

tanα رو در اين مثلث قائم الزاويه تعريف كرد:      پس ميشه طبق قرارداد

                                                                                          

1

خط �ا ( (       )(محوريال

شكل(1)



d tan

L

{

{

Ltan tan Lα = α =1

tan يك زاويه از طريق اين محور قابل محاسبه هست.  (. چون مقدار tan ( رو بذاريد )محور d     از اين به بعد، اسم )خط

سومين معجزه ي دايره ي مثلثاتي: 

) Ltan
r

α = tan ميشه )در دايره هاي ديگه: Lα =               فقط در دايره ي مثلثاتيه كه

 
0


L

0


tan

tan Lα =

αرو امتداد  tanα رو به كمك دايره ي مثلثاتي پيدا كنيد، كافيه عقربه ي اگه مي خوايد

) tan Lα = رو قطع كنه. در اين صورت: )ارتفاع نقطه ي برخورد tanαبديد تا محور
o    بچه ها!               

رو به كمك دايره ي مثلثاتي معلوم كنيد؟                                                    cotα o    بچه ها يه سؤال! آيا ممكنه مقدار   
رو كه در بالاي دايره قرار داره، به دايره   d′آقا اجازه؟! فكر كنيم بايد خطي افقي به نام  

خط



d  {
r=1

رو قطع كنه، يك مثلث قائم الزاويه به                       d′مماس كنيم.اگه عقربه رو امتداد بديم تا خط          
cotα رو به كمك اين مثلث معلوم كرد. يعني:                                           وجود مي آدكه مي شه طبق قرارداد،مقدار
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��




d 

(2)���

{
{

1

L

Lcot cot L′ ′α = α =1
Lcot cot L′ ′α = α =1

o   آفرين به تو دانش آموز خلاقم.   

cot يك زاويه به كمك اين محور قابل محاسبه هست. (، چون مقدار cot ( رو بذاريد )محور d′بچه ها! از اين به بعد اسم )خط     

Lcot
r( ′α = در دايره هاي ديگه: ) cot برقراره.    L′α = چهارمين معجزه ي دايره ي مثلثاتي :   فقط در دايره ي مثلثاتي رابطه ي

α رو به كمك دايره ي مثلثاتي پيدا كنيد، كافيه عقربه  ي cotα اگه مي خوايد

) cotα رو قطع كنه. در اين صورت: )طول نقطه ي برخورد= cot روامتداد بديد تا محور
o   بچه ها!                  

tan tan tan< <30 45 600 0 0

30

45

60

30
45 60

tan

tan

tan

0 0 0

30

45

60

30
45 60

tan

tan

tan

0 0 0

30

45

60

30
45 60

tan

tan

tan

cot cot cot> >30 45 60
30

45
60

30 45 60cot cot cot

رو اختيار مي كنن.             , ,( )3 1 33 tan زاويه هاي 30 و 45 و60 يكي از سه مقدار cot و o   بچه ها! اگه يادتون باشه قبلًا گفتم كه:    

حالا ازتون مي خوام اين سه مقدار رو روي دايره ي مثلثاتي معلوم كنيد. 

  0

=

=

=

30

45

60

tan

tan

tan

45
60

3

3
330

1 0 304560 cotcotcot
33

3 1

45
60

30   آقا اجازه؟! بفرمائيد:

مقدارتانژانتوكتانژانتزاویههایيكهرويضربدرهايمدلسازيشدهقراردارند!

cot اين زاويه ها رو بدست بياريد.  tan و o   بچه ها! لطفاً زاويه هايي كه روي ضربدرهاي 30، 45 و 60 قرار دارن رو مشخص كنيد و بعد   

  آقا اجازه؟! اگه كمي فرصت بديد خواسته ي شمارو اجرا مي كنيم.
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tan tan

tan tan

π π = =
 π π = = −


5 14 4
3 7 14 4

tan tan

tan tan

 π π= =


ππ − = =

7 3
6 6 3

115 3
6 6 3

3

3

3

3
7

6


6

5
6

1
6

1

1

1

3
4

5
4


4

7
4

3

3

-

2
3


3

5
3

4
3

tan tan

tan tan

π π = =
 π π = = −


4 33 3
2 5 33 3

cot cot

cot cot

π π = =
 π π = = −


5 14 4
3 7 14 4

cot cot

cot cot

 π π= =


π π = = −

4 3
3 3 3
2 5 3
3 3 3

cot cot

cot cot

π π = =
 ππ = = −

7 36 6
115 36 6

33

7
6


6

5
6

1
6

1

11

3
4

5
4


4

7
4

3 3
33

-

2
3


3

5
3

4
3

cot يك زاويه رو كاملًا درك كردي. tan و o    آفرين به تو. دستت درد نكنه. اما اگه به اين سؤال من جواب بدي معلومه كه مفهوم   

tan چقدره؟ π3
2

tan و  π
2

   سوال:

    آقا اجازه؟! كافيه در دايره ي مثلثاتي، عقربه هايي كه روي زاويه ي


2

3
2

tan برخورد كنه. نگاه كنيد:      π3 قرار دارن رو امتداد بديم تا با محور
2 π2 و          

رو قطع  tan tan موازي هستن و امتدادشون اصلاً محور    آقا ببخشيد مثل اينكه مشكلي پيش اومده! اين عقربه ها كه با محور

tan اصلاً مقدار نداره! π3
2  

tan π3
2 tan و π

2           نمي كنه، پس

cot هم مقدار ( )π cot و ( )0           آقا با اين حساب ميشه گفت كه

  
 0

cot برخوردي نداره.                      نداره. چون امتداد اين دو زاويه، اصلاً با محور

o بسيار عالي! خيالم راحت شد كه تا اينجارو خوب درك كردي.                                                     

tan , tan ,cot ,cotπ π π =3 02 2
تعريف نشده تیجه:

ن                                              
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دردایرهیمثلثاتی cotα و tanα علامت

cotα در هر ربع از دايره ي مثلثاتي چه علامتي دارن؟ tanα و o بچه ها! ميشه بگيد كه
 

آقا اجازه؟! از روي دايره ي مثلثاتي همه چي معلومه. 
α در ربع اول و سوم باشه، يعني علامتtanα اگه 

�ول

سوم

0





+

+

دوم

چمهاريالم

0

-

-





α در ربع دوم و چهارم باشه منفيه.          مثبت و اگه 

  
 

 cot آقا همين طور ميشه فهميد كه علامت
α در ربع اول و سوم باشه، مثبت و �ول اگه 

سوم

0





- -

چمهاريالم

دوم

0





--

α منفيه.   α در ربع دوم و چهارم باشه  اگه 

o   آفرين به شما.    

یجه:
cotα هم  علامتند.نت tanα و در هر ربع،

                                                      
 cotα و tanα محدودهی

cotα زياد ميشن يا كم؟ tanα و α، مقادير o   بچه ها! به نظر شما در هر ربع، با افزايش زاويه ي   

tanα داره زياد ميشه. از طرفي كاملاً    آقا اجازه؟! چهار شكل زير نشون ميده كه در هر كدوم از 4 ربع، با افزايشα، مقدار
∞+ تغيير مي كنه. ∞− تا  tanα از          مشخصه كه با چرخيدن عقربه يαدرجهت مثبت، مقدار

     

   

  

   

   

                                                                                                                 -

0



tan



tan ( , )α∈ −∞ 0tan ( ),α∈ +∞0 tan ( , )α∈ −∞ 0 tan ( , )α∈ +∞0

0

tan




+

0



tan -



0



tan +



cotα داره كم ميشه. همچنين كاملاً      آقا اجازه؟! چهار شكل زير هم، داره نشون مي ده كه در هر كدوم از 4 ربع، با افزايشα، مقدار
∞+ تغيير مي كنه. ∞− تا  cotα از          معلومه كه با دور زدن عقربه يα، مقدار

00 
cot cot

 

00 
cot cot

 
00 

cot cot

 

00 
cot cot
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دو زاويه ی قرينه 44

رو به دست بيارم. دايره ي مثلثاتي اين رابطه رو خيلي واضح به ما    ( )−α o    بچه ها! مي خوام رابطه ي بين نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي   

             نشون مي ده. دقت كنيد:

cos( ) cos−α = α tan( ) tan−α = − α cot( ) cot−α = − α sin( ) sin−α = − α





cos (-  )
cos 



tan

tan (-   )

0 


cot cot (-   )


sin (-  )

sin

   آقا اجازه؟! از شكل هاي بالا ميشه فهميد كه:  

cos( ) cos( )−α = α cos دو زاويه ي قرينه, با هم برابرن:    )1          

   sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α−
sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α−sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α−
sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α−

sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α−
sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α−sin sin
tan tan
cot cot

( ) ( )α = − α− cot دو زاويه ي قرينه، قرينه ي هم ديگه هستن. يعني:   tan و ، sin )2          









منفي خوره cos )1

cot منفي انداز هستن. tan و ، sin )2
          معني روابط بالا به بيان خودموني اينه:

كدام است؟ cos tan cot( ) ( ) ( )
− π − π − π

− +
125 125 125

2 3 4
4 4 4

مثال حاصل 

cos tan cot ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )−π π π+ − = + − = − −3 4 2125 125 1252 2 3 1 4 1 2 14 4 4 2
           31

125
4

+ 
4

دو زاويه ي مكمل 55

         α +β = π α مكملند β و β مكمل يكديگه هستن.            α و 180 بشه مي گيم β برابر α و o   بچه ها! اگه مجموع دو زاويه ي     
( ) ( )α + π−α = π ، چون: ( )π−α برابره با ( )α             مكمل زاويه ي

πα )1مثال مكمل زواياي داده شده را مقابلشان بنويسيد.    − → π−α +6
7
6

مكمل πمكمل )3             π− γ → + γ3
4 4                                                                                                

παمكمل )2 + → π−α +3
2
3

−πβمكمل )4              π−β+→2
5

7
5

                                                            

o    بچه ها! در هر كدوم از دايره هاي پايين، دو زاويه ي مكمل رسم كردم.   

10
0

170
180

0
0

0
0

3 
4 




6

33

6

4 5

-4

o    با توجه به اين شكل ها، فكر مي كنيد كه دو زاويه ي مكمل به چه موجودي شباهت دارن؟   
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ab   آقا اجازه؟! ميشه دو زاويه ي مكمل رو شبيه به دو بال يك پرنده در نظر گرفت.             
o    از اين به بعد »به دو زاويه ي مكمل مي گيم دو بال پرنده«    

o   بچه ها! سؤال: نسبت هاي مثلثاتي دو بال پرنده چه رابطه اي با هم دارن؟   

  آقا اجازه؟! خيلي راحته: 
    

                                                     

                                                                                                                                                       

cot b cota

ab

sina sinb= cosa cosb−= tana tanb−= cota cotb−=

tana

tan b

ab

sina sinb= cosa cosb−= tana tanb−= cota cotb−=

cos b cosa

ab

sina sinb= cosa cosb−= tana tanb−= cota cotb−=

b sinasin b a

sina sinb= cosa cosb−= tana tanb−= cota cotb−=

هاشون قرينه ي هم ديگه هستن.  cot ها و tan ها، cos هاشون با هم برابرن اما sin   آقا اجازه؟! شكل قبل داره ميگه كه دو زاويه ي مكمل،
          پس ميشه گفت: 

هاي دو زاويه ي مكمل برابره با صفر:                              cos           1( مجموع
 

cosa cosb+ = 0

tana tanb+ = 0

cota cotb+ = 0

هاي دو زاويه ي مكمل برابره با صفر )در صورت وجود(:      tan          2( مجموع
هاي دو زاويه ي مكمل برابره با صفر )در صورت وجود(:     cot          3( مجموع

cos را به دست آوريد. cos cos cos cos
π π π π π
+ + + +

3 5 7 9 11
14 14 14 14 14

مثال  حاصل 
                                                              cos cos cos cos cos cos

 

π π π π π π+ + + + = + +

0 0

3 11 5 9 7 0 014 14 14 14 14 2                                    
m كدام است؟ بر حسب 

 
sin cot sin cot( ) ( )

π π π π
+ α + + + − α

5 3 3 5
8 8 8 8

sin باشد حاصل  m
π
=

3
8

مثال اگر 
        

sin sin cot cot sin sin sin m( ) ( )


π π π π π π π+ + α + + −α = + + = =

0

3 5 3 5 3 3 30 2 28 8 8 8 8 8 8                                                    

دو زاويه ي متمم 66

α متممند               β و  πα +β = 2 β متمم يكديگه هستن.    α و 90 بشه، مي گيم β برابر α و o   بچه ها! اگه مجموع دو زاويه ي   

                                  
( ) ( )π πα + −α =2 2 ،  چون:  ( )π −α2 برابره با ( )α      مكمل زاويه ي

مثال متمم زواياي زير را روبرويشان بنويسيد. 
                                  

π
α + →

3
π−α + 6

π
− − β →
4

π +β3
4

π
α − →

6
π−α + 2
3

π
− α →

2
3

π− +α6              
o بچه ها! به زاويه هاي متممي كه در شكل هاي زير رسم كردم خوب دقت كنيد. 

90 80

0
100

0

0 0

 



 

6 4

6

43 3

-

2
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o    فكر مي كنيد اين زاويه هاي متمم نسبت به چه خطي متقارن هستن؟   
y )يعني نيمساز ربع اول و سوم( x=   آقا اجازه؟! خط

o    فكر مي كنيد نسبت هاي مثلثاتي دو زاويه ي متمم چه رابطه اي با هم دارن؟   

اون  يكی برابره. cot يكی با tan cos اون يكي و sin يكي با   آقا اجازه؟! 
β متمم يكديگه باشن اون موقع:    α و    بنابراين ميشه گفت كه اگه

                                                                                             

tan 
cot







sin

cos
sin cosβ = α
tan cotβ = α

sin كدام است؟  cos cos sin( ) ( ) ( ) ( )
π π π π

α + + − β − − α − + β
3 4 6 4

مثال حاصل عبارت 

sin cos cos sin( ) ( ) ( ) ( )
 

π π π πα + − −α + −β − +β = + =

0 0

0 0 03 6 4 4

متمم متمم                                                                      

α )روابط پايه( روابط بين نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي 77

α« و حالا من قصد دارم به كمك دايره ي مثلثاتي، بين   cot) ميگن »نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي , tan ,cos ,sin )α α α α o    بچه ها! به   
α رابطه برقرار كنم.                نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي

آقا اجازه؟! مگه ميشه به كمك دايره ي مثلثاتي، روابط مثلثاتي ايجاد كرد؟!
o فكر كنم شما هنوز به معجزات دايره ي مثلثاتي ايمان نياورديد!!! حالا كه اينطوره پس نگاه كنيد:

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

فيثاغورث

قرارداد

قرارداد

sin

cos


r=1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

αضلع مجاور
αضلع مقابل  � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

αضلع مجاور1
αضلع مقابل

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

 � ������� 

{�{���»tanα  

{�{���»cotα  

sin cosα + α =2 2 1 ����� sin cos

cos sin

 α = − α→
 α = − α

2 2

2 2
1
1

sintan tan cos
αα = α =
α

�[��»����α 
����»����α 
 

coscot cot sin
αα = α =
α

����»����α 
�[��»����α 
 

tan cot
tan cot

cot tan

α ⋅ α =

α= α

α=

α 

1
1

1

{

{
o    بچه ها! با توجه به روابطي كه براتون استخراج كردم، آيا مي تونيد براي اين دو عبارت مثلثاتي كه در پايين نوشتم، عبارت معادل پيداكنيد؟            

 sin cos ?α + α=6 6 )2                        sin cos ?α + α=4 4 )1             

رو بدست آورد.     sin cosα + α6 6 sin و  cosα + α4 4 sin ،هم ارزهای  cosα + α =2 2    آقا اجازه؟! فكر كنيم كه بشه از رابطه ي1
1( 

به توان 2
sin cos sin cos sin( cos sin o) c s( )α + α= α + α = α + α+ α α =→ 22 2 2 2 4 4 22 21 1 2 1

sin cos sin cosα + α = − α α4 4 2 21sin cos sin cosα + α = − α α4 4 2 21 2

2( 

sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos( )α + α + α α α + α = α + α = − α α6 6 2 2 2 2 6 6 2 2

1
33 1 1



sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos( )α + α + α α α + α = α + α = − α α6 6 2 2 2 2 6 6 2 2

1
33 1 1



به توان 3
sin cos si (cos )n( )α + α= α + α =→2 2 2 32 31 1 sin sin cos sin cos cos( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )α + α α + α α + α =2 3 2 2 2 2 2 2 2 33 3 1

 

o    آفرين عزيزم. كاملًا درسته.    

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



229 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

     اما بچه ها! اگه به دو رابطه ي به دست اومده توجه كنيد مي بينيد كه با هم فاميلن. يعني

sin cos sin cosα + α = − α α6 6 2 21 3sin cos sin cosα + α = − α α6 6 2 21 3sin cos sin cosα + α = − α α6 6 2 21 3

sin cos sin cosα + α = − α α4 4 2 21 2sin cos sin cosα + α = − α α4 4 2 21 2sin cos sin cosα + α = − α α4 4 2 21 2

     اين دو رابطه فقط در ضريب 2 و 3 با هم اختلاف دارن و بقيه ي ساختارشون مثل همه:     

) چيست؟ )sinx sinx cosxsinx sinx
+ −− ×− +

1 1
1 1

مثال ساده شده ي عبارت
         بچه ها! بهتره عبارت درون پرانتز رو به يك كسر تبديل كنيد )ساده كنيد( يعني:

sin x) sin x) cos x
sin x) sin x)

( (
( (
+ − −

× =
− +

2 2 11 1
1 1

sin x sin x+ + 22 (− 1 sin x sin x− + 22 sin x sin xcos x tan x
cos xsin x cos x

)
× = = =

− 2 2
4 4 4

1
 

sin x) sin x) cos x
sin x) sin x)

( (
( (
+ − −

× =
− +

2 2 11 1
1 1

sin x sin x+ + 22 (− 1 sin x sin x− + 22 sin x sin xcos x tan x
cos xsin x cos x

)
× = = =

− 2 2
4 4 4

1
 

sin x) sin x) cos x
sin x) sin x)

( (
( (
+ − −

× =
− +

2 2 11 1
1 1

sin x sin x+ + 22 (− 1 sin x sin x− + 22 sin x sin xcos x tan x
cos xsin x cos x

)
× = = =

− 2 2
4 4 4

1
 

sin x) sin x) cos x
sin x) sin x)

( (
( (
+ − −

× =
− +

2 2 11 1
1 1

sin x sin x+ + 22 (− 1 sin x sin x− + 22 sin x sin xcos x tan x
cos xsin x cos x

)
× = = =

− 2 2
4 4 4

1
 

sin x cos xsin x cos xtan x cot x
cos x sin x sin x cos x sin x cos x

+
+ = + = =

−

2 2

1
1

  

1 )4         
sin x cos x

1  )3        
sin x cos x

sin x cos x
⋅
+  )2         

sin x cos x
2 tanx با كدام گزينه برابر است؟ 1( cot x+ مثال عبارت 

sin x cos xsin x cos xtan x cot x
cos x sin x sin x cos x sin x cos x

+
+ = + = =

−

2 2

1
1sin x cos xsin x cos xtan x cot x

cos x sin x sin x cos x sin x cos x
+

+ = + = =
−

2 2

1
1

  





 a b (a b)(aa ab bb)

a b (a b)(aa ab bb)

+ = + − +

− = − + +

3 3

3 3

تغيير علامت

تغيير علامت

:یادآوری چيست؟                                      sin x cos x
sin x cos x

+
−

3 3

1
مثال ساده شده ي كسر 

 

(sin x cos x) sin x sin x cos x cos xsin x cos x (sin x cos x)( sin x cos x) sin x cos x
sin x cos x sin x cos x ( sin x cos x)

( )+ − ++ + −
= = = +

− − −

1

2 23 3 1
1 1 1

1

sinx كدام است؟  cosx
sinx cosx

+
−3 2 tanx باشد، حاصل كسر = 2 مثال اگر

sin x cos x
sin x cos x tan x
sin x cos x sin x co

cos x
s x tan x ( )

cos

+
+ + += = = =
− − − −

31 2 1
3 2 2 3 2 3 2 2 43

مي نويسم tan x خواسته ي مسئله رو بر حسب
يعنی صورت و مخرج كسر رو به cosx تقسيم ميكنم

tan x = 2

sin كدام است؟ x sinxcosxcosx −−

3

1 مثال ساده شده ي عبارت

) ديديد اون     sin x)+1 ) يا sin x)−1 ) يا cos x)+1 ) يا cos x)−1            بچه ها لطفاً گوش كنيد: اگه توي يك عبارت مثلثاتي، عامل هايي مثل

           عامل رو در مزدوجش ضرب و تقسيم كنيد. معمولاً با اين حركت قفل اون عبارت مثلثاتي شكسته ميشه.

 sin x sin x cos= + sin x cos x− sin x=

sin x sin x cos= + sin x cos x− sin x=

sin x

( cos )

sin x sin x( )sin x cos x sin x cos x sin x( cos x) sin x cos x
cos x ( cos x)(

cos x
cos x)





−

− = − = + −
−

+
+−
2

2

3 3

1

1
1 11 1
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tanα بنويسم. رو فقط بر حسب sinα cosα و o    بچه ها! اين دفعه مي خوام هر كدوم از نسبت هاي مثلثاتي   

       اگه من بتونم در دايره ي مثلثاتي، يك مثلث قائم الزاويه ايجاد كنم كه اضلاع اين مثلث بر حسبtanα باشه همه چي حله:

 

 tantansin sin sin
tantan

ααα = α = α =
+ α+ α

22
22 11

�[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
tantan

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

����»����α 
��� 

 

 tantansin sin sin
tantan

ααα = α = α =
+ α+ α

22
22 11

�[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
tantan

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

����»����α 
��� 

 

 tantansin sin sin
tantan

ααα = α = α =
+ α+ α

22
22 11

�[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
tantan

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

����»����α 
��� 

 

 tantansin sin sin
tantan

ααα = α = α =
+ α+ α

22
22 11

�[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
tantan

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

����»����α 
��� 

 

 tantansin sin sin
tantan

ααα = α = α =
+ α+ α

22
22 11

�[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
tantan

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

����»����α 
��� 

 

ضلع مقابل
وتر

tanα

 tantansin sin sin
tantan

ααα = α = α =
+ α+ α

22
22 11

�[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
tantan

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

����»����α 
��� 

 

ضلع مجاور
وتر

tanα
1


tan

2

{

{

tan+

α2
1

فيثاغورث

cotα بنويسيد. مگه نه؟ رو بر حسب sinα cosα و o    بچه ها! فكر كنم الان شما بتونيد تك تك نسبت هاي مثلثاتي   

cotα باشه. يعني:   آقا اجازه؟! بايد در دايره ي مثلثاتي، يك مثلث قائم الزاويه ايجاد كنيم كه اضلاعش بر حسب
 �[��»����α 

��� 
 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

 �[��»����α 
��� 

 

cos cos cos
cotcot

cotcotα = α = α =
+ α+ α

αα 2
22

2

11

����»����α 
��� 

 

sin sin sin
cotcot

α = α = α =
+ α+ α

2
22

1 1
11

ضلع مجاور

ضلع مقابل

وتر

وتر

2



1

cot

{ cot
+

α2

1 فيثاغورث

o    بچه ها! حالا مي خوام 4 رابطه ي بالارو توي ذهنتون حك كنم. )در دو مرحله(   

. cot+ α21 +tan هستن و يا α21             1( مخرج هاي اين 4 رابطه، يا
            2( اما يكي از دو جمله ي مخرج رو، شما در صورت كسر مي بينيد. حالا سؤال اينه كه كدوم جمله ي مخرج، در صورت كسر قرار مي گيره؟ يعني :    

? ?

cot+ α21
?  و   ?

tan+ α21
. به همين دليل: cotα cosα هم با tanα فاميله، sinα با              اما قبلش لازمه كه يك مطلب مهم رو بهتون بگم:

 
tansin

tan

α
α =

+ α

22
21

( رو مياره بالا.       tan α2 پارتی بازی ميكنه و فاميلش )يعنی sin α2
tan برقراره ، عبارت   α2 sin و α2  در رابطه ای كه بين

 sin
cot

α =
+ α

2
2

1
1

cot استفاده نمي كنه، چون باهاش غريبس .     α2 sin از α2  اما

     cotcos
cot

α
α =

+ α

22
21

( رو مياره بالا.       cot α2 پارتی بازی ميكنه و فاميلش )يعنی cos α2
cot برقراره ، عبارت  α2 cos و α2  در رابطه ای كه بين

   cos
tan

α =
+ α

2
2

1
1

tan استفاده نمي كنه، چون باهاش غريبس .     α2 از cos α2  اما 

o    بچه ها! اسم اين 4 رابطه ی مهم رو مي ذارم »روابط دوست و دشمن«، لازمه كه بگم اين روابط، توي پيدايش روابط مثلثاتي ديگه خيلي        
               دخالت دارن.      

  : روابط دوست و دشمن

دوست
دشمن

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1

tansin
tan cot

cotcos
cot tan

α
α = =

+ α + α

α
α = =

+ α + α

22
2 2

22
2 2

1
1 1

1
1 1
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231 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

 كدام است؟
cot tan

+
+ α + α2 2
1 1

1 1
sinα در ربع دوم دايره ي مثلثاتي باشد. ساده شده ي عبارت مثال اگر

ربع دوم sin

cos sin cos sin cos sin cos
cot tan

+ = α + α = α + α = α − α
+ α + α

2 2
2 2

1 1
1 1

مثبت منفی

tan( )α ± β ، cos( )α ± β ، sin( )α ± β روابط  88
رو محاسبه كنيد. sin( )75 o    بچه ها! ميشه مقدار   

sin رو روي اين دو زاويه پخش كنيم. + بنويسيم و 45 30 رو به صورت 75   آقا اجازه؟! اين كه كاري نداره. كافيه زاويه ي

sin sin( ) sin sin +
= + = + = + =

2 11275 45 30 45 30 2 2 2             آيا فكر نمي كني جوابي رو كه بدست آوردي، غلطه؟

sin يك زاويه امكان نداره از 1 بيشتر بشه، ولي در اينجا اين اتفاق افتاده!   آقا؟! ببخشيد مثل اينكه اشتباه كردم. چون،
                                            / /sin /++= = =

1 4 1 2 42 175 1 22 2 2   )غلط( 

sin( ) sin ( )+ = × +45 30 45 30 o   ببين عزيزم، در راه حل شما يك اشتباه بزرگ نهفته. اشتباه اينه كه شما فكر مي كني:   
    در صورتيكه  شما نمي توني يك نسبت مثلثاتي رو در زاويه هاي درونش پخش كني. )ضرب كنی( 

sin( ) sin sin
cos( ) cos cos
tan( ) tan tan

α +β ≠ α + β
α +β ≠ α + β
α +β ≠ α + β

           چون يك نسبت مثلثاتي اصلًا در زاويه ي درون خودش ضرب نمي شه. يعني:      

   
)sin به صورت مقابل محاسبه مي شن: )اگه اثباط روابط زير رو ميخوايد، انتهای همين فصل  رو ببينيد .(                                             ) sin sin

cos( ) cos cos
tan( ) tan tan

α +β ≠ α + β
 α +β ≠ α + β
 α +β ≠ α + β

           در واقع نسبتهاي مثلثاتي زاويه ي

sin( ) sin cos cos sin
sin( ) sin cos cos sin

α +β = α β + α β
 α −β = α β − α β

cos( ) cos cos sin sin
cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β − α β
 α −β = α β + α β

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

tan tantan( )
tan tan

tan tantan( )
tan tan

α + β α +β = + α β
 α − β α −β =

+ α β

1

1

sin برقرار است. نوع مثلث كدام است؟ Bcos A(cot B tan A)− مثال در مثلثي رابطه ي00=
                                                                                                               

                                                                                                                     
cos(Aقائم الزاويه B) A B Cπ π+ = + = =0 2 2cos A cos B sin Asin B− =0

cos B sin Asin Bcos A
sin B cos A( )− =0 sin cos A cos B sin AsinBBcos A

sin Bcos A
( )− =0

 

 كدام است؟
tan(x y) tan(x y)

tan(x y). tan(x y)
+ + −

− + −1 مثال حاصل كسر
)tan هست. بنابراين ميشه نوشت: )α +β              بچه ها! اگه كمي دقت كنيد مي بينيد كه ساختار رابطه ي بالا مربوط به

tan(x y) tan(x y) tan (x y) (x y) tan x
tan(x y). tan(x y) ( )+ + −

= + + − =
− + −

21
                                                                         

sin) را به دست آوريد. x sin x) (cos x cos x)+ + +2 22 2 مثال بيش ترين مقدار عبارت 
 

 Max ?
sin x cos x sin x cos x cos x cos x sin x sin x) cos( x x) cos x(

=
+ + + + = + + − = +



  

2 2 2 22 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2

sin x sin x sin x sin x cos x cos x cos x cos x+ + + + + =2 2 2 22 2 2 2 2 2

cos x [ , ] cos x [ , ] cos x [ , ] Max( cos x)× +∈ − → ∈ − → + ∈ + =2 22 2 2 0 41 1 2 2 2 2 4 Max ?
sin x cos x sin x cos x cos x cos x sin x sin x) cos( x x) cos x(

=
+ + + + = + + − = +2 2 2 22 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2



  

Max ?
sin x cos x sin x cos x cos x cos x sin x sin x) cos( x x) cos x(

=
+ + + + = + + − = +2 2 2 22 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2



  

Max ?
sin x cos x sin x cos x cos x cos x sin x sin x) cos( x x) cos x(

=
+ + + + = + + − = +2 2 2 22 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2



  

Max ?
sin x cos x sin x cos x cos x cos x sin x sin x) cos( x x) cos x(

=
+ + + + = + + − = +2 2 2 22 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2



  

sin x cos x+


2 2
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست232

روابطناقلا

tan دراومدي؟ 
tan

+ α
− α

1
1 tan پرسيدم، تو اولش چي بودي كه حالا بعد از ساده شدن به شكل

tan
+ α
− α

1
1 o    بچه ها! يه روزي من از   

         اون جواب درستي به من نداد و گفت: من از همون اول همين شكلي بودم!!! )در واقع اون خواست منو بپيچونه( اما وقتي كه فكر كردم   

tan بوده و بهش گفتم اي ناقلا تو از اول اين شكلي بودي: 
ttan an

tan + α
− α1

45
45        ديدم اون از اول

tan tan tan tan( )tan tana ann tt
tan+ α + α + α= = +α

− α − α − α
45 454

1
15

1
1 1

tan tan tan tan( )tan tana ann tt
tan+ α + α + α= = +α

− α − α − α
45 454

1
15

1
1 1

            از اون جا بود كه من اسم اين رابطه رو گذاشتم: رابطه ي ناقلا

tan            البته اين ناقلا يه داداش هم داره: tan tan tan( )tan tan tan tan
tan− α − α − α= = −α

+ α + α + α
1 45 1 451 1 45 1

tan tan tan tan( )tan tan tan tan
tan− α − α − α= = −α

+ α + α + α
1 45 1 451 1 45 1

 

            تازه يه مطلبي رو يادم رفت بهتون بگم. روابط ناقلاي بالا گاهي اوقات خودشون رو طوري مخفي مي كنن كه اصلًا نمي تونيد بفهميد كه اين ها ناقلا هستن.  

cosα تقسيم كنيد دستشون رو ميشه خوند. نگاه كنيد:              من اسمشون رو گذاشتم روابط ناقلاي مخفي. اگه صورت و مخرج اين روابط رو به

 

 cos

cos

cos sin
cos sin tan cos sin tan( )cos sin cos sin tan cos sin

α

α

α + α
α + α + α α + α= = = +α
α − α α − α − α α − α

1
1 45cos

cos

cos sin
cos sin tan cos sin tan( )cos sin cos sin tan cos sin

α

α

α + α
α + α + α α + α= = = +α
α − α α − α − α α − α

1
1 45

cos

cos

cos sin
cos sin tan cos sin tan( )cos sin cos sin tan cos sin

α

α

α − α
α − α − α α − α= = = +α
α + α α + α + α α + α

1
1 45cos

cos

cos sin
cos sin tan cos sin tan( )cos sin cos sin tan cos sin

α

α

α − α
α − α − α α − α= = = +α
α + α α + α + α α + α

1
1 45 -

tan10  )4           tan15 )3           tan20 )2          tan25 tan  با كدام برابر است؟          1(
tan

−
+

1
1

25
25

مثال حاصل  
tan tan( ) tan
tan

− = − =
+

1
1

25 45 25 2025
sin كدامست؟   cos

sin cos
+
−

15 15
15 15

        مثال حاصل 
cos sin tan tan( ) tan
(cos sin ) tan

+ += − = − + = − = −
− − −

15 15 1 15 45 15 60 315 15 1 15

tan , cos , sinα α α2 2 2 روابط  99
) tan , cos , sinα α α2 2 2 روابطاصلی)

. α2 o    بچه ها ايندفه بريم سراغ نسبت هاي مثلثاتی زاويه ی    

sin چه رابطه  اي رو مي شه نوشت؟ α2       فكر مي كنيد براي

)sin بنويسيم اون موقع: )α +α رو به صورت sin α2  آقا اجازه؟! اگه

sin sin cosα αα =2 2sin( ) sin cos cos sin sin cossin α = α +α = + = αα α αα α 22

  رابطه ي مادر    

tanα نوشت؟  رو برحسب sin α2 o     فكر می كنيد مي شه   

بازنويسي كنيم.  tanαآقا اجازه؟! اين كه كاري نداره، كافيه رابطه ي مادر رو بر حسب 
 

tansin sin cos sin cos tan sin
tan tan

αα = α α = α ⋅ α = α× α =
+ α + α

2
2 2

1 22 2 2 2 2
1 1

tansin sin cos sin cos tan sin
tan tan

αα = α α = α ⋅ α = α× α =
+ α + α

2
2 2

1 22 2 2 2 2
1 1

رابطه ی دشمن
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233 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

tansin sin cos
tan

= =
+ 2
2 50100 2 50 50

1 50

tansin sin cos
tan

α
α = α α =

+ α

2

2
24 2 2 2

1 2

tan
sin sin cos

tan

α
α αα = =

α+ 2

2 22 2 2 1 2

tansin sin cos
tan

α
α = α α =

+ α

2

2
24 2 2 2

1 2

مثال

مثال

مثال

sin cos
sin tan

tan




= 
 + 2

2
2

1

sin cos
sin tan

tan




= 
 + 2

2
2

1

sin cos
sin tan

tan




= 
 + 2

2
2

1

sin cos
sin tan

tan




= 
 + 2

2
2

1

sin cos
sin tan

tan




= 
 + 2

2
2

1

sin cos
sin tan

tan




= 
 + 2

2
2

1

مثال حاصل عبارات زير را بيابيد؟    

 

sin cos ( sin cos ) sin= = = × =1 1 1 1 115 15 2 15 15 302 2 2 2 4

 اين رابطه يه ضريب 2 كم داره

tan / tan /cos cos sin cos sin cos sin
tan / tan /

× = × × = = × = =
+ +2 2

7 5 2 7 51 1 1 1 115 15 15 15 2 15 15 302 2 4 4 81 7 5 1 7 5

 اين رابطه يه ضريب 2 كم داره
كدام است؟  sin x4 sin باشد حاصل  x cos x− = 12 2 5 مثال اگر

(sin x cos x) sin x cos x sin x cos x sin x sin x( )− = + − = = − =2 2 2 21 1 1 242 2 2 2 2 2 2 4 1 45 25 25 25
(sin x cos x) sin x cos x sin x cos x sin x sin x( )− = + − = = − =



1
2 2 2 21 1 1 242 2 2 2 2 2 2 4 1 45 25 25 25  

 . cos α2 sin براومديد بريد سراغ α2 o   بچه ها! حالا كه به خوبي از پس رابطه هاي   

) هست يعني: )α +α α2 به شكل   آقا اجازه؟! اولين حركت باز كردن زاويه ي

cos cos( ) cos cos sin sin cos cos sinα = α +α = α α − α α α = α − α2 22 2cos cos( ) cos cos sin sin cos cos sinα = α +α = α α − α α α = α − α2 22 2

رابطه ي مادر      

cosα تبديل كنيم.  رو فقط بر حسبcosα بنويسيم كافيه در رابطه ي مادر همه چي رو به cos α2   آقا اگه بخوايم

cos cos sin cos cos cos cos cos( )α = α − α = α − − α = α − α = α −2 2 2 2 222 1 2 1 2 2 1


cos cos sin cos cos cos cos cos( )α = α − α = α − − α = α − α = α −2 2 2 2 222 1 2 1 2 2 1


cos cos sin cos cos cos cos cos( )α = α − α = α − − α = α − α = α −2 2 2 2 222 1 2 1 2 2 1


sinα تبديل كنيم.  رو فقط بر حسبsinα بنويسيم كافيه در رابطه ي مادر همه چي رو به cos α2   آقا اگه بخوايم
 

                                                                                                                                                     
cos cos sin sin sin sin cos sinα = α − α = − α − α = − α α = − α2 2 2 2 222 1 1 2 2 1 2


cos cos sin sin sin sin cos sinα = α − α = − α − α = − α α = − α2 2 2 2 222 1 1 2 2 1 2


tanα تبديل كنيم. رو فقط بر حسبtanα بنويسيم كافيه در رابطه ي مادر همه چي رو به cos α2   آقا اگه بخوايم

tan tancos cos sin cos
tan tan tan

α − αα = α − α = − α =
+ α + α + α

2 22 2 2
2 2 2

112
1 1 1

رابطه ی دشمن

رابطه ی دوست

tancos
tan

−α =
+

α
α

212 21

     tancos cos sin cos sin
tan

−
= − = − = − =

+

212 2 2 22 1 1 2 21
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tancos  رو با كدوم رابطه اشتباه كنه؟
tan

− α
α =

+ α

2

2
12
1

tancos
tan

− α
α =

+ α

2

2
12
1

tancos
tan

− α
α =

+ α

2

2
12
1

o    بچه ها! فكر مي كنيد يك دانش آموز حواس پرت، ممكنه رابطه ي    

tantan
tan( )π − α−α =

+ α
1
14

tantan
tan( )π − α−α =

+ α
1
14

tantan
tan( )π − α−α =

+ α
1
14

 آقا اجازه؟! با رابطه ي ناقلا: يعنی
tan مي رسه. α2 o    بچه ها! حالا نوبت به   

   آقا اجازه؟! روش پيدا كردن اين رابطه هم مثل قبلي هاست يعني:  
tan tan tant an tan( ) tan

tan tan tan
α + α αα = α +α = α =

− α α − α2
22 21 1

tan tan tant an tan( ) tan
tan tan tan
α + α αα = α +α = α =

− α α − α2
22 21 1

رو با چه رابطه اي اشتباه بگيره؟ tantan
tan

αα =
− α2
22

1
o بچه ها! فكر مي كنيد يه دانش آموز ممكنه رابطه  ي

tansin
tan

αα =
+ α2
22

1
 آقا اجازه؟! با رابطه ي

o آفرين عزيزم. حالا رابطه اي رو كه به دست آوردي، من به صورت تعميم يافته مي نويسم. 
tantan
tan

=
− 2
2 100200

1 100

tan
tan

tan

α
α = α−

2 2
21 2

tan α2
tan α2

مثال

مثال

tan

tan
tan =

−

2
21

tan cot tan cot ( )
tan

α× × α = α α = =
− α2

12 1 2
1 1 12 2 22 2 21

 كدام است؟                                          
 

tan cot

tan

α α

− α

2
21

مثال حاصل 

tan كدام است؟ x2 sin باشد مقدار x
sin x cos x

=
+

3 مثال اگر 
cos xsin x sin x cos x sin x sin x cos x tan x tan xsin x cos x

÷ −= + = = − → = − =
+

33 3 3 2 3 2 3 2
cos xsin x sin x cos x sin x sin x cos x tan x tan xsin x cos x

÷ −= + = = − → = − =
+

33 3 3 2 3 2 3 2
cos xsin x sin x cos x sin x sin x cos x tan x tan xsin x cos x

÷ −= + = = − → = − =
+

33 3 3 2 3 2 3 2
cos xsin x sin x cos x sin x sin x cos x tan x tan xsin x cos x

÷ −= + = = − → = − =
+

33 3 3 2 3 2 3 2tan xtan x
tan x ( ) ( )

−× − − −= = = = =
− − − −

2 2

322 3 3 1222 3 9 5 51 1 12 4 4
  tan xtan x

tan x ( ) ( )

−× − − −= = = = =
− − − −

2 2

322 3 3 1222 3 9 5 51 1 12 4 4

tan xtan x
tan x ( ) ( )

−× − − −= = = = =
− − − −

2 2

322 3 3 1222 3 9 5 51 1 12 4 4

tan xtan x
tan x ( ) ( )

−× − − −= = = = =
− − − −

2 2

322 3 3 1222 3 9 5 51 1 12 4 4tan xtan x
tan x ( ) ( )

−× − − −= = = = =
− − − −

2 2

322 3 3 1222 3 9 5 51 1 12 4 4

tanx tanx
tanx()()

− ×−−− =====
−−−−

22

3 2 23312 2 23955 111 244tan xtan x
tan x ( ) ( )

−× − − −= = = = =
− − − −

2 2

322 3 3 1222 3 9 5 51 1 12 4 4(sin cos ) sin cos sin cos (sin cos ) sinα + α = α + α + α α α + α = + α2 2 2 2

1
2 1 2



روابطفرعي

sin) ؟ cos ) sin cos sin cos (sin cos ) sinα + α = α + α + α α α + α = + α2 2 2 2

1
2 1 2



o    بچه ها! چرا      
علت   (sin cos ) sin cos sin cos (sin cos ) sinα + α = α + α + α α α + α = + α2 2 2 2

1
2 1 2



sin) ؟ cos ) sin cos sin cos (sin cos ) sinα − α = α + α − α α α − α = − α2 2 2 2

1
2 1 2



o    بچه ها! چرا      
علت  (sin cos ) sin cos sin cos (sin cos ) sinα − α = α + α − α α α − α = − α2 2 2 2

1
2 1 2



 

sin ؟ cossin costan cot tan cotcos sin sin cos sinsin

α + αα αα + α= + = = α + α =
α α α α α

α

2 2 1 2
21 22

o    بچه ها! چرا      
علت  sin cossin costan cot tan cotcos sin sin cos sinsin

α + αα αα + α= + = = α + α =
α α α α α

α

2 2 1 2
21 22

tan ؟ cot cotα − α = − α2 2 o    بچه ها! چرا      

علت  sin cossin cos costan cot tan cot cotcos sin sin cos sin

α − αα α − αα − α = − = = α − α = − α
α α α α

α

2 2 2 21 22
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sin)  ؟ )(sin ) sin cos sin= − α α α + α = − α4 4 221 2 2 1 24
2
4

o  بچه ها! چرا      

علت  sin cos sin cos ( sin cos )( sin cos )α + α = − α α = − α α α α4 4 2 2 21 2 1 2 24

sin)  ؟ )(sin ) sin cos sin= − α α α + α = − α6 6 231 2 2 1 24
3
4

o   بچه ها! چرا     

علت  sin cos sin cos ( sin cos )( sin cos )α + α = − α α = − α α α α6 6 2 2 31 3 1 2 24
3 اون هارو از هم متمايز كرده.

4 2 و
4          اين طور كه معلومه ساختار دو رابطه ي بالا مثل هم هستن و فقط ضريب

cos ؟ sin sin cos sin ( cos )α = − α α = − α α = − α2 2 2 2 12 1 2 2 1 1 22 o   بچه ها! چرا      

علت   cos sin sin cos sin ( cos )α = − α α = − α α = − α2 2 2 2 12 1 2 2 1 1 22cos sin sin cos sin ( cos )α = − α α = − α α = − α2 2 22 12 1 2 2 1 1 22
cos  ؟ cos cos cos cos ( cos )α = α − + α = α α = + α2 2 2 12 2 1 1 2 2 1 22

o   بچه ها! چرا      

علت   cos sin sin cos sin ( cos )α = − α α = − α α = − α2 2 22 12 1 2 2 1 1 22cos cos cos cos cos ( cos )α = α − + α = α α = + α2 2 2 12 2 1 1 2 2 1 22cos cos cos cos cos ( cos )α = α − + α = α α = + α2 2 2 12 2 1 1 2 2 1 22  

costan
cos

− αα =
+ α

2 1 2
1 2    آقا اجازه؟! از تقسيم دو رابطه ي قبل به همديگه، مي شه به رابطه ي روبرو رسيد:    

( )α3 روابط  1010

sin چه رابطه اي ميشه نوشت؟ α3 o   بچه ها! فكر مي كنيد براي   

رو خورد كنيم. يعني: α3   آقا اجازه؟! اگه بخوايم رابطه ا ي برحسب زاويه يα بنويسيم بايد

 
 

       

            

sin( ) sin( ) sin cos cos sinα = α +α = α α+ α α3 2 2 2
 

sin( ) sin( ) sin cos cos sinα = α +α = α α+ α α3 2 2 2
 

sin( ) sin( ) sin cos cos sinα = α +α = α α+ α α3 2 2 2
 

sin( ) sin( ) sin cos cos sinα = α +α = α α+ α α3 2 2 2
 

sin cos cos ( sin ) sin= α α ⋅ α + − α ⋅ α22 1 2

sin sin sin sin sin sin sin sin( )= α − α + α − α = α − α + α − α2 3 3 32 1 2 2 2 2sin sin sin sin sin sin sin sin( )= α − α + α − α = α − α + α − α2 3 3 32 1 2 2 2 2sin cos cos ( sin ) sin= α α ⋅ α + − α ⋅ α22 1 2sin cos sin cos ( sin cos )( sin cos )α + α = − α α = − α α α α4 4 2 2 21 2 1 2 24
.

cos α


2

sin sinα − α32

sin sin sin sin sin sin sin sin( )= α − α + α − α = α − α + α − α2 3 3 32 1 2 2 2 2cos cos cosα = α + α33 43cos cos cosα = α + α33 43cos cos cosα = α + α33 43
درضمن

sinنتیجه  sin sinα = α − α43 3sin sin sinα = α − α43 3sin sin sinα = α − α43 3sin sin sin sin sin sin sin sin( )= α − α + α − α = α − α + α − α2 3 3 32 1 2 2 2 2

تبديل ضرب به جمع 2121

o    بچه ها! ازتون خواهش مي كنم كه 4 رابطه ي پايين  رو با دقت نگاه كنيد و با دوربين ذهنتون يك عكس يادگاري از اين 4 رابطه بگيريد.   
 قسمت دوم          قسمت اول                                             قسمت دوم         قسمت اول

الفب
sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β + α β α +β = α β − α β 
 
 
 α −β = α β − α β α −β = α β + α β 

 
)sin از دو قسمت تشكيل شد كه قسمت اولش     )α ±β o      بچه ها! اگه به دو رابطه ی قسمت الف دقت كنيد می بنيد كه بسط

cos هست. .sinα β و قسمت دومش  sin .cosα β           
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست236

sin ايجاد بشه؟ cosα β بايد صورت بگيره تا  sin( )α −β )sin و  )α +β سوال 1( به نظر شما چه عملی بين

جمع   كنيم. يعنی:   sin( )α −β )sin رو با  )α +β رو به وجود بياريم ، بايد  sin( )α ±β قسمت اول بسط            آقا اجازه؟! برای اينكه 
    قسمت دوم         قسمت اول

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β + α β α +β = α β − α β 
 
 
 α −β = α β − α β α −β = α β + α β 

جمع دو تساوی sin cos sin( ) sin( )
↑
α β = α +β + α −β2

cos ايجاد بشه؟ sinα β بايد صورت بگيره تا  sin( )α −β )sin و  )α +β سوال 2( چه عملی بين

)sin  كنيم. يعنی:  )α −β منهای )sin رو  )α +β )sin رو به وجود بياريم ،بايد  )α ±β قسمت دوم بسط            آقا اجازه؟! برای اينكه 
    قسمت دوم         قسمت اول

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β + α β α +β = α β − α β 
 
 
 α −β = α β − α β α −β = α β + α β 

تفاضل دو تساوی cos sin sin( ) sin( )
↑
α β = α +β − α −β2

)cos هم از دو قسمت تشكيل شده كه   )α ± β               اما دوستان من! اگه به دو رابطه ی قسمت ب توجه كنيد مشاهده می كنيد كه بسط 

sin هست.  sinα β cos قسمت دومش  cosα β               قسمت اولش 

cos ايجاد بشه؟ cosα β بايد صورت بگيره تا  cos( )α −β )cos و  )α +β سوال 3( چه عملی بين

جمع  كنيم. يعنی:   cos( )α −β )cos رو با )α +β )cos رو به وجود بياريم ،بايد  )α ±β قسمت اول بسط            آقا اجازه؟! برای اينكه 

جمع دو تساوی

 قسمت دوم          قسمت اول                   
sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β + α β α +β = α β − α β 
 
 
 α −β = α β − α β α −β = α β + α β 

cos cos cos( ) cos( )
↑
α β = α +β + α −β2

sin ايجاد بشه؟ sinα β بايد صورت بگيره تا  cos( )α −β )cos و  )α +β سوال 4( چه عملی بين

)cos  كنيم. يعنی:  )α −β منهای  )cos رو   )α +β )cos رو به وجود بياريم ،بايد  )α ±β قسمت دوم بسط            آقا اجازه؟! برای اينكه

تفاضل دو تساوی
sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β + α β α +β = α β − α β 
 
 
 α −β = α β − α β α −β = α β + α β 

    قسمت دوم         قسمت اول

sin sin cos( ) cos( )
↑

− α β = α +β − α −β2

o     بچه ها! به چهار رابطه ای كه توليد كرديد ميگن روابط ضرب به جمع. چون سمت چپ تساوی به صورت ضرب و سمت راست     

              تساوی به صورت جمع يا منهاست. 

sin كدام است؟ xcosx sin xcos x sin x− +2 2 2 5 2 7 مثال حاصل عبارت 
                                                                                                             

sin x= 3 sin x sin x+ − 7 sin x− 3 sin x+ 7 sin x=

sin( )α ±β )sinقسمت اول )α ±β قسمت اول

sin x cos x sin x cos x sin x sin( x ) sin( x x) sin( x x) sin( x x) sin x− + = + + − − + + − +2 2 2 5 2 7 2 2 5 2 5 2 7sin x cos x sin x cos x sin x sin( x ) sin( x x) sin( x x) sin( x x) sin x− + = + + − − + + − +2 2 2 5 2 7 2 2 5 2 5 2 7sin x cos x sin x cos x sin x sin( x ) sin( x x) sin( x x) sin( x x) sin x− + = + + − − + + − +2 2 2 5 2 7 2 2 5 2 5 2 7sin x cos x sin x cos x sin x sin( x ) sin( x x) sin( x x) sin( x x) sin x− + = + + − − + + − +2 2 2 5 2 7 2 2 5 2 5 2 7sin x cos x sin x cos x sin x sin( x ) sin( x x) sin( x x) sin( x x) sin x− + = + + − − + + − +2 2 2 5 2 7 2 2 5 2 5 2 7]] [[
 

                                                                                        

 كدام است؟ sin sin75 15 مثال  مقدار عددي 
2− كم داره. اگه كنارش اين ضريب رو بذاريم اون موقع ميشه براش تبديل ضرب به جمع رو نوشت: sin يه ضريب sin75 15             عبارت

  

)cosبخش دوم )α ±β

sin sin ( sin sin ) cos( ) cos( ) (cos cos )( ) ( )− − −= = + − − = − = − =− − 1 11 1 175 15 75 15 75 15 75 15 90 60 02 22 2 2
1

2 4
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تبديل جمع به ضرب 1111

)sinو     ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin
sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β+ α β α +β = α β− α β 
 α −β = α β− α β α −β = α β+ α β 

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin
sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β+ α β α +β = α β− α β 
 α −β = α β− α β α −β = α β+ α β 

sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin
sin( ) sin cos cos sin cos( ) cos cos sin sin

α +β = α β+ α β α +β = α β− α β 
 α −β = α β− α β α −β = α β+ α β 

o   بچه ها! در قسمت قبل ديديد كه اگه روابط    

             رو به صورت ستونی يكبار با هم جمع و يكبار از هم كم كنيم به چهار رابطه ی مهم ميرسيم. نگاه كنيد: 

sin( ) sin cos cos sinα +β = α β+ α β

sin( ) sin cos cos sin

+ + +

α −β = α β− α β

sin( ) sin( ) sin cos




α +β + α −β = α β



2
sin( ) sin cos cos sinα +β = α β+ α β

sin( ) sin cos cos sin

+ + +

α −β = α β− α β

sin( ) sin( ) sin cos




α +β + α −β = α β



21(

sin( )α ±β قسمت اول

2(
sin( )α ±β )sinقسمت دوم ) sin cosα +β = α β cos sin

sin( ) sin cos

+ α β

− − −

α −β = α β

sin( ) sin( ) sin sin

cos sin




α +β − α −β = α β
 − α β

2
sin( ) sin cosα +β = α β cos sin

sin( ) sin cos

+ α β

− − −

α −β = α β

sin( ) sin( ) sin sin

cos sin




α +β − α −β = α β
 − α β

2

)cosقسمت اول )α ±β

3(
cos( ) cos cos sin sinα +β = α β− α β

cos( ) cos cos sin sin

+ + +

α −β = α β− α β

cos( ) cos( ) cos cos




α +β + α −β = α β



2
cos( ) cos cos sin sinα +β = α β− α β

cos( ) cos cos sin sin

+ + +

α −β = α β− α β

cos( ) cos( ) cos cos




α +β + α −β = α β



2

4(

)cosقسمت دوم )α ±βcos( ) cos cosα +β = α β sin sin

cos( ) cos cos

− α β

− − −

α −β = α β

cos( ) cos( ) sin sin

sin sin




α +β − α −β = − α β
 − α β

2
cos( ) cos cosα +β = α β sin sin

cos( ) cos cos

− α β

− − −

α −β = α β

cos( ) cos( ) sin sin

sin sin




α +β − α −β = − α β
 − α β

2

              به روابط نتيجه شده، مي گيم تبديل جمع به ضرب. چون سمت چپ اين روابط به صورت جمع و سمت راستشون به شكل ضربه.

  آقا اجازه؟! معمولاً در روابط مثلثاتي، زاويه هايي كه در سمت چپ تساوي قرار دارن يك جمله اي هستن نه دو جمله اي در حالي    
          كه روابط بدست اومده اين خاصيت رو ندارن!!

2(

3(

4(

sin ( ) sin ( ) cos sinα +β − α −β = α β2sin ( ) sin ( ) cos sinα +β − α −β = α β2sin ( ) sin ( ) cos sinα +β − α −β = α β2

1(sin ( ) sin ( ) sin cosα +β + α +β = α β2sin ( ) sin ( ) sin cosα +β + α +β = α β2sin ( ) sin ( ) sin cosα +β + α +β = α β2sin ( ) sin ( ) sin cosα +β + α +β = α β2sin ( ) sin ( ) cos sinα +β − α −β = α β2

cos ( ) cos ( ) cos cosα +β + α −β = α β2cos ( ) cos ( ) cos cosα +β + α −β = α β2cos ( ) cos ( ) cos cosα +β + α −β = α β2

cos ( ) cos ( ) sin sinα +β − α −β = − α β2cos ( ) cos ( ) sin sinα +β − α −β = − α β2cos ( ) cos ( ) sin sinα +β − α −β = − α β2cos ( ) cos ( ) sin sinα +β − α −β = − α β2

دو جمله ای  دو جمله ای 

، به آرزوت   y ) بذاري )α −β و به جای x )sin بذاري  )α +β                خب عزيزم. اين كه غصه نداره. اگه در سمت چپ اين تساوي ها به جای   

y بنويسي. يعني: x و              مي رسي. اما حواست باشه كه در سمت راست اين تساوي ها، زاويه ها رو حتماً بر حسب

x
y

α +β =
α −β =  x yx y −β = − β = →β =2 2 2

 x yx y −β = − β = →β =2 2 2
 x yx y −β = − β = →β =2 2 2

در اصطلاح خودموني  x yx y −β = − β = →β =2 2 2
كم

 x yx y +α = + α = →α =2 2 2
 x yx y +α = + α = →α =2 2 2

 x yx y +α = + α = →α =2 2 2
در اصطلاح خودموني  x yx y +α = + α = →α =2 2 2

+جمع

x yx y

sin cos

−+

↓ ↓2
22
x yx y

sin cos

−+

↓ ↓2
22

sin sin sin cosα +β + α +β = α β2sin sin sin cosα +β + α +β = α β2sin sin sin cosα +β + α +β = α β2sin sin cos sinα +β − α −β = α β2
sin sin cos sinα +β − α −β = α β2sin sin cos sinα +β − α −β = α β2
cos cos cos cosα +β + α −β = α β2cos cos cos cosα +β + α −β = α β2

cos cos sin sinα +β − α −β = − α β2

x y
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o    بچه ها! براي اين كه 4 رابطه ي بالارو خوب به ذهنتون بسپريد و هيچ وقت فراموش نكنيد، بهتون توصيه مي كنم كه اين روابط رو     

             حتماً در دو مرحله تكميل كنيد:           مرحله ي 1: ساختار نويسي                    مرحله ي 2: زاويه گذاري

رو در دو مرحله تكميل كنم:  sin x sin y+             براي اين كه درك كنيد چي ميگم مثالي براتون مي زنم. مي خوام رابطه ي

) sin cos2 )sin )يعني ساختار  )α ±β )sin هست كه جوابش ميشه قسمت اول ) sin( )α +β + α −β sin همون x sin y+ مرحله ي 1: فر ض ميكنم

  

x yx y

sin cos

−+

↓ ↓2
22
 x yx y −β = − β = →β =2 2 2

x كم yx y +α = + α = →α =2 2 2
جمع

( رو درون دومين زاويه قرار مي دم:    x y−
2

)يعنی   x yx y −β = − β = →β =2 2 2
كم ( رو به جاي اولين زاويه و x y+

2
)يعنی   x yx y +α = + α = →α =2 2 2

جمع مرحله ي 2:

 

sin( ) sin( )α +β + α −βsin( ) sin( )α +β + α −β

sin x sin y cos sin− ↓ ↓2sin x sin y cos sin− ↓ ↓2

cos x cos y cos cos+ ↓ ↓2cos x cos y cos cos+ ↓ ↓2

cos x cos sy sin in−− ↓ ↓2cos x cos sy sin in−− ↓ ↓2

)sinقسمت دوم )α ±βsin x sin y sin cos+ ↓ ↓2sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2

sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2

sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2

)cosقسمت اول )α ±β

cos( )α ±β قسمت دوم

sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2
sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2sin x sin y sin cos+ ↓ ↓2

)sinقسمت اول )α ±β

x yx y

sin cos

−+

↓ ↓2
22

x yx y

sin cos

−+

↓ ↓2
22

sin چيست؟   sin
cos
+80 40

20 sinمثال حاصل  cos sin cossin sin
cos cos

+ −
+ =

2 80 40 80 40
2 60 2080 20 2 2

20 20 cos20
= × =32 32

sin cos sin cossin sin
cos cos

+ −
+ =

2 80 40 80 40
2 60 2080 20 2 2

20 20 cos20
= × =32 32

sin cos sin cossin sin
cos cos

+ −
+ =

2 80 40 80 40
2 60 2080 20 2 2

20 20 cos20
= × =32 32

چيست؟
 
x π= 24

cos به ازاي  x cos x
sin x sin x

+
+

6 2
6 2 مثال حاصل كسر 

x

sin cos sin cossin sin
cos cos

+ −
+ =

2 80 40 80 40
2 60 2080 20 2 2

20 20 cos20
= × =32 32

x

x x x x
cos x cos x cos x cos x cot cotsin x sin x x x x x sin x c

cos cos

sin cos os π=

+ +
+ π= = =
+ + −

24

6 2 6 2
6 2 2 4 22 2 36 2 6 2 6 22 2

2

2
4 2 6

2
x

x x x x
cos x cos x cos x cos x cot cotsin x sin x x x x x sin x c

cos cos

sin cos os π=

+ +
+ π= = =
+ + −

24

6 2 6 2
6 2 2 4 22 2 36 2 6 2 6 22 2

2

2
4 2 6

2 x

x x x x
cos x cos x cos x cos x cot cotsin x sin x x x x x sin x c

cos cos

sin cos os π=

+ +
+ π= = =
+ + −

24

6 2 6 2
6 2 2 4 22 2 36 2 6 2 6 22 2

2

2
4 2 6

2
x

x x x x
cos x cos x cos x cos x cot cotsin x sin x x x x x sin x c

cos cos

sin cos os π=

+ +
+ π= = =
+ + −

24

6 2 6 2
6 2 2 4 22 2 36 2 6 2 6 22 2

2

2
4 2 6

2
x

x x x x
cos x cos x cos x cos x cot cotsin x sin x x x x x sin x c

cos cos

sin cos os π=

+ +
+ π= = =
+ + −

24

6 2 6 2
6 2 2 4 22 2 36 2 6 2 6 22 2

2

2
4 2 6

2

رابطه ی معرکه ) نوع ديگری از تبديل جمع به ضرب ( 1212

  معادلي پيدا كنم.

cos x sin x

cos x sin x

cos x sin x

 
± 

  ± 
 
 ±  

3
3
3

  و 

sin x cos x

sin x cos x

sin x cos x

 
± 

  ± 
 
 ±  

3
3
3

o    بچه ها! مي خوام براي هر كدوم از عبارت هاي    

، tan 60 , دارن . اين ضرايب همون ,( )3 1 33
            اگه خوب به عبارت هاي بالا نگاه كنيد مي بينيد كه جمله ي دوم اين عبارت  ها ضرايب 

هستن. حالا دو رابطه ي كلي درست مي كنم تا همه ي روابط بالارو در بربگيره، يعني: tan tan و 30 45            

1( cos x sin x cos cos xsinsin x cos x sin x ssin in(x )costan cos cos
θ± θ± = ± =θθ

θ θ θ
= ± θ1cos x sin x cos cos xsinsin x cos x sin x ssin in(x )costan cos cos

θ± θ± = ± =θθ
θ θ θ

= ± θ1  

sin x cos x cos sin x sincos x sin x cos x ssintan
cos

in(x
s os

)
co c
θ± θ± = ± =θθ

θ θ θ
= ± θ1sin x cos x cos sin x sincos x sin x cos x ssintan

cos
in(x

s os
)

co c
θ± θ± = ± =θθ

θ θ θ
= ± θ1sin x cos x cos sin x sincos x sin x cos x ssintan

cos
in(x

s os
)

co c
θ± θ± = ± =θθ

θ θ θ
= ± θ1

x

x x x x
cos x cos x cos x cos x cot cotsin x sin x x x x x sin x c

cos cos

sin cos os π=

+ +
+ π= = =
+ + −

24

6 2 6 2
6 2 2 4 22 2 36 2 6 2 6 22 2

2

2
4 2 6

2

2(

  

sin x cos x sin(x )

cos x sin

tan cos
tan x co os )c s (x

 θ = θ

 θ =

± ±θ
θ ± ±θ

1

1sin x cos x cos sin x sincos x sin x cos x ssintan
cos

in(x
s os

)
co c
θ± θ± = ± =θθ

θ θ θ
= ± θ1sin x cos x cos sin x sincos x sin x cos x ssintan

cos
in(x

s os
)

co c
θ± θ± = ± =θθ

θ θ θ
= ± θ1

θsin x cos x sin(x )

cos x sin

tan cos
tan x co os )c s (x

 θ = θ

 θ =

± ±θ
θ ± ±θ

1

1
θ

نتیجه نتیجه

            حالا مي خوام كاري كنم كه شما توي سه مرحله اين دو تا رابطه ي معركه رو راحت به ذهنتون بسپاريد.

 tanθ رو براي هر دو رابطه بنويسيد.    علت: اگه در سمت چپ تساوي, cosθ
1            1( ضريب

cos xsin x tan cos x± θ = 1


cos xcos x tan sin x± θ = 1


cos xcos x tan sin x± θ = 1


cos xcos x tan sin x± θ = 1


به وجود مي آد )به اثبات نگاه كنيد(    cosθ
1             رو باز كنيم، در سمت راست تساوي، ضريب
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cos(x )coscos x tan sin x θθ± θ = 1

sin(x )cossin x tan cos x θθ± θ = 1
تنها

تنها
sin بنويسيد.   sin تنهاست اون موقع سمت راست رو بر حسب              2( اگر در سمت چپ ديديد كه 

cos بنويسيد. cos تنهاست اون موقع سمت راست رو بر حسب              و اگه در سمت چپ ديديد كه 

sin(x )cossin x tan cos x ± θθ± θ = 1 sin نوشتيد علامت سمت چپ رو بدون تغيير در سمت راست بنويسيد               3( اگه جواب رو بر حسب 

cos(x )coscos x tan sin x θθ± θ = 1


cos نوشتيد علامت سمت چپ رو تغيير بديد و در سمت راست بنويسيد.             و اگه جواب رو بر حسب 
                                                                                     

                                                                                      

sin(x )sin x cos x± = ±1 2 45 sin(x )sin x cos x± = ±3 2 45sin(x )sin x cos x± = ±3 2 4560 sin(x )sin x cos x± = ±23 303 3

cos ( )
= =1 1 245 2

2
cos ( )

= =1 1 260 1
2

cos ( )
= =1 1 2

30 3 3
2

نتیجه

حل معادلات مثلثاتی 1313
عقربههایn سر

x چنده؟ o بچه ها! يه سوال: ميشه بگيد در شكل روبرو مقدار زاويه ي
                   x          .برابر با صفره x آقا اجازه؟! چه سؤال راحتي!! معلومه كه مقدار

هم مي تونه باشه.  x = π2 x نمي تونه باشه؟  آقا  = π2     به نظر شما

x چيه؟ = π4     نظرتون راجع به

π باشه. يعني: x فقط صفر نيست بلكه مي تونه مضرب زوجي از    آقا اجازه؟! فهميدم. شما مي خوايد بگيد كه مقدار

x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x ( )x x k{ }= π π π π → = π = π20 2 4 6x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x ( )x x k{ }= π π π π → = π = π20 2 4 6x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x ( )x x k{ }= π π π π → = π = π20 2 4 6 فرمول عمومی زوج

x x چنده؟         o   حالا يه سؤال ديگه: در شكل ر وبرو مقدار زاويه ي   

π هستن. يعني: x مي تونه بي شمار زاويه باشه كه همشون مضرب فردي از   آقا اجازه؟! ايندفعه ديگه اشتباه نمي كنم.

x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x k{ }= π π π π → = π+1 3 5 7 2 1x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x k{ }= π π π π → = π+1 3 5 7 2 فرمول عمومی)       (1

o   بچه ها! مي خوام يه موضوع مهمي رو باهاتون در ميون بزارم. پس خوب گوش كنيد:    

    »دايره ي مثلثاتي اصلًا دايره نيست، بلكه يك فنره كه از دو سر نامتناهيه«

    اگه به اين فنر از روبرو نگاه كنيد مثل يك دايره هست.  اما اگه

    

   )نگاه از كنار(                             )نگاه از مقابل(

    از كنار بهش نگاه كنيد فنر بودنش رو كاملًا حس مي كنيد.    

    
             از اونجايي كه اين نقاط در امتداد هم قرار دارن، ما اين نقاط رو از روبرو فقط يك نقطه مي بينيم. پس وقتي ازتون پرسيدن، زاويه ي  

             عقربه اي كه روي دايره ي مثلثاتي قرار داره, چنده، بهتره به جاي گفتن زاويه ي اختصاصي,فرمول عمومي اون زاويه رو بگيد تا  

             همه ي زواياي مربوطه رو در بربگيره. يعني:
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x k2 30

x


60
k2 

x


x k2 

x k π→ = π+2 6

x k x ( k )→ = π+ π = + π2 2 1x k π→ = π−2 3
فرمول عمومی

x k→ = π2فرمول عمومی

فرمول عمومی

فرمول عمومی

o    بچه ها! به عقربه هايی كه در 5 دايره  زير رسم شده خوب نگاه كنيد.   

xx

2سر





xx

2سر




xx

2سر




x

1سر

2
xx

2سر





�� 4

xx


2


2


2


2

x

x

�� 6

xx

3


3


3


3

3


3

x

xx

x

�� 3

x

x

x
2

32
3

2
3

سؤال 1: آيا در هر دايره، يكی از عقربه ها، روی مبدا حركت، قرار داده يا نه؟ بله آقا قرارداره. 

سؤال 2: آيا در دايره هاي بالا، زاويه ي بين هر عقربه تا عقربه ي بعدي، يكسان هست يا نه؟ بله آقا يكسانه. 

n سَر ميگيم:  n تا عقربه كه روی يك دايره قرار بگيرن و دو شرط زير رو داشته باشن، عقربه های  تعريف: به
 1( يكی از عقربه های روی مبدا حركت باشه. 

2( زاويه ي بين هر عقربه تا عقربه ی بعدی مقداری ثابت باشه.

x

x

x
2

32
3

2
3

            مثلا xهای شكل روبرو يك عقربه ی 3 سر رو ايجاد كردند. 
 هست.        

π2
3

            چون يكی از عقربه ها روی مبدا حركت قرار داره و زاويه ی بين هر عقربه تا عقربه ی بعدی مقدار ثابت 

رو در هر يك از شكل هاي زير بدست بياريد.  آقا اجازه؟! به روي چشم. x o    بچه ها! حالا ازتون مي خوام فرمول عمومي   

. بنابراين فرمول عمومی x در عقربه ی يك سر به صورت   π2 عقربههای1سر: در اين حالت، زاويه ي هر عقربه تا عقربه ي بعدي برابره با
            زير محاسبه ميشه:

x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x k( ){ }π π π π= = π2 2 2 22 3 20 1
2

x

. بنابراين فرمول عمومی x در عقربه ی دو سر به صورت  π عقربههای2سر: در اين حالت، زاويه ي هر عقربه تا عقربه ي بعدي برابره با
            زير محاسبه ميشه: 

 xx




x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x k( ){ }π π π π π= =0 1 2 3

                                                                
. علتش  π2

3
عقربههای3سر: در اين حالت، زاويه ي هر عقربه تا عقربه ي بعدي برابره با

( به 3 قسمت تقسيم شده بنابراين:  π2 هم اينه كه يك دور كامل از دايره )يعني زاويه ي 
  

x ..., ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,... x k( ){ }π π π= =π π2 2 2 2 2
3 3 2 31 3 3 30x

x

x
2

32
3

2
3   آقا اجازه؟! فكر كنم از سه فرمولي كه پيدا شده، بشه يه قانون درست كرد. 
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k ضرب كنيم، فرمول عمومي x پيدا ميشه. يعني:               منظورم اينه كه: اگه زاويه ي بين دو عقربه ي متوالي رو در

   
فرمول عمومی

x k( )= π
3

فرمول عمومی

xx


2


2


2


2

x

x

xx

3


3


3


3

3


3

x

xx

x

زاويه ي بين دو نقطه ي متوالی زاويه ي بين دو نقطه ي متوالی

x k( )= π
2

2x k( )= π
3

x k( )= π
2

2

( به n قسمت  π2 n سر، يك دور كامل از دايره )يعني  آقا اجازه؟! اگه اشتباه نكنم يه رابطه ي كلي كشف كردم. در عقربه های
. بنابراين اگه اين زاويه رو در k ضرب كنيم فرمول عمومي x در 

n
π2 تقسيم ميشه، پس زاويه ي دو عقربه ي متوالي برابره با

عقربه های n سر ايجاد ميشه. يعني:                                

x nk n x k( )π π= = 22

فرمول عمومی x برای عقربه هایn سر

kx n
π= 2

o   آفرين به تو دانش آموز كاشفم. با رابطه  اي كه ايجاد كردي، روش جديدي در حل معادلات مثلثاتي بوجود اومد. پس الان همه با هم         

             مي تونيم بگيم: مثلثات سنتي خداحافظ، مثلثات نوين سلام.

    بچه ها! اگه موافق باشيد فرمول عمومي x رو برای عقربه های 1 سر، 2 سر، 3 سر، 4 سر و 6 سر به كمك رابطه ی جديد به دست بياريم. 

x nk n x k( )π π= = 22
1

x nk n x k( )π π= = 22
2

x nk n x k( )π π= = 22
6

x nk n x k( )π π= = 22
4

x nk n x k( )π π= = 22
3

n=1

x

n=2

xx

n=3

x

x

x
n=4

xx

x

x

n=6

xx

x

xx

x

عقربههایn سردورانیافته

 α سر، ممكنه به اندازه ي n o    بچه ها! عقربه های   

     راديان دوران كنن. دراين صورت فرمول عمومي x رو برای                                       
k
n
π2

α  
 

k
n
π +α2

k
n
π −α2α  

 

 
k
n
π2

α  
 

k
n
π +α2

k
n
π −α2α  

 

راديان چرخش در جهت مثبت 

αراديان چرخش در جهت منفی
سر دوران يافته، ميشه اينطوري نوشت:                                      n     عقربه هاي

n سر چه قدر دوران پيدا كرده؟       آقا اجازه؟! از كجا بفهميم كه عقربه های 
             از اونجايي كه در عقربه های n سر، هميشه يكی از عقربه ها روي مبدأ حركت قرار داره، در صورت دوران، اين عقربه از مبدأ جدا 

              ميشه. بنابراين كافيه شما نزديك ترين نقطه به مبدأرو شناسايي كنيد. در نتيجه زاويه ي بين اين عقربه تا مبدأ حركت، همون مقدار دورانه.                     

( همونطوركه مي بينيد        kπ2
3   مثلاً: در شكل روبه رو شما يك عقربه ي 3 سر رو مي بينيد. )يعني

              اين عقربه ي 3 سر، مقداري چرخيده. )چون هيچ كدوم ازنقاطش روي مبدأ حركت قرار ندارن(كاملًا

                        

x x

x

30 30
مبد�


6

 kx π += π2
3 6

             واضحه كه نزديك ترين عقربه به مبدأ، زاويه اي 30 درجه در جهت مثبت ايجاد كرده:

kx هم نوشت؟ π −= π2
3 2  آقا اجازه؟! آيا دراين مثال ميشه فرمول عمومي رو به صورت
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x x

x 
2

-


2

-


2

-

x

x

x ( به                                 kπ2
3               بله عزيزم. در واقع شما داري ميگي كه زاويه ي 3 سر )يعني:

π2 در جهت منفي چرخيده. اما بچه ها! يه چيزي يادتون باشه:                                                                            اندازه ي

              معمولاً مقدار چرخش رو با نزديك ترين عقربه به مبدأ مي سنجند. 

 
x رو در هر يك از شكل ها به دست بياريد.  مثال فرمول عمومي زاويه ي 

     ) kπ2
1   A(    آقا اجازه؟! در هر سه شكل زاويه اي يك سر )يعني:

         
-30

x


3

x

6

5x

x k= ππ+2 3
x k= π π+2 5

6x k= ππ−2 6

          داريم كه هر كدومشون، مقداري دوران پيدا كردن پس:            

                                                                                                                    
=kπ فرمول عمومي +2

1 مقدار دوران 
                

 ) kπ2
2    B(    آقا اجازه؟! در هر سه شكل، زاويه ي دو سر )يعني:

            

x k= π π+ 6 x k= π π+ 2x k= π π− 3


3

-

x

x

30
x

x


2

x

x

          داريم كه همشون مقداري دوران پيدا كردن. بنابراين:            
                       

=kπ فرمول عمومي +2
2 مقدار دوران                 

  C(     آقا اجازه؟! هر سه شكل روبه رو زاويه ي 3 سر

                            
30 30

x

x

x

30 30
x x

x

60
60

x

x

x

kx π += π2
3 6

kx π += π2
3 3

kx π −= π2
3 6

( هستن كه مقداري چرخيدن. درنتيجه:                 kπ2
3           )يعني:

 
=kπ فرمول عمومي +2

3 مقدار چرخش 
              

                                   

   كدام است؟
tan k sin k( ) ( )

cot k( )

π π
π + × π +

π
π +

2
4 3

6

مثال مقدار

1


4


3 

6

3
2

3

tan k sin k

cot k

( ) ( )
( )

π ππ+ × π+ ×
= =

ππ+

32 1 14 3 2
23

6

 

 

sinxبهروششهودي a= حلمعادلهي

o       بچه ها! تا الان هر چي مقدمه چيني كرديم بخاطر اين بود كه شما بتونيد معادلات مثلثاتي رو به روش شهودي حل كنيد. براي  
              اينكه منظورم رو بهتر بفهميد چند تا سؤال ازتون مي پرسم.
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رو بيابيد. x sinx مقدار = 1 سؤال 1:  از معادله ي

   آقا اجازه؟! منظور سؤال اينه كه xاي رو روي دايره ي مثلثاتي پيدا كنيد كه سينوسش برابر 1 بشه )يعني ارتفاع اون x برابر 1 بشه(:

          

                                 

x

x k π→ = π+2 2x k π→ = π+2 2
x k π→ = π+2 2sin x =1

x در جهت مثبت چرخيده k π→ = π+2 2
   x زاويه اي يك سره كه

sinx را به دست آوريد. = 0 سؤال 2: جواب كلي معادله ي

  آقا اجازه؟!xهايي كه ارتفاعشون صفره فقط در چپ و راست دايره ي مثلثاتي قرار دارن و عقربه ی دو سر ايجاد می كنن:
 

                                    xxsin x =0 kx x kπ→ = = π2
2

sinx كدام است؟ −= 2
2 سؤال 3: مجموعه جواب معادله ي

2 روي ضربدر با مدل45 قرار دارن )البته دو زاويه ي پاييني(:
2   آقا اجازه؟!xهايي كه ارتفاعشون برابره با

 

                           

x x

4


4

-5 2
2

-

x k

x k

π = π−
→  π = π+



2 4
52 4

sin x −= 2
2

دو تا عقربه ي يك سر داريم كه يكي به اندازه ي    در جهت 
منفي و اون يكي به اندازه ي    در جهت مثبت چرخيده

π
4

π5
4

o بچه ها! چرا xهايی كه روی اين دايره هستن رو عقربه ی دو سر در نظر نگرفتيد؟ 
آقا اجازه؟! چون زاويه ی هر عقربه تا عقربه ی بعدی مقدار ثابتی نداره.

sinx رو پيدا كنيد بايد دو مرحله رو طی كنيد:         a= هر وقت خواستيد جواب معادله ی 

رو انتخاب و از اين نقطه خطي  a sin مقدار 1( روي محور
a y=a

sin عمود  كنيد تا دايره ي مثلثاتي رو قطع كنه.         بر محور
x xa

، جواب كلي معادله هست.    x x يا جواب مورد نظره. البته توجه داشته باشيد كه فرمول عمومي 2( نقطه ي برخورد، همون

چند جواب داره؟ ,[ ]π π3
2 2

sinx در بازه ي  = 1
3 سؤال 4: معادله ي

1 هست!!!
3 آقا اجازه؟! من چه مي دونم كدوم زاويه ارتفاعش برابر

.)
 

,[ ]π π3
2 2 رو خواسته )اون هم تو بازه ي x رو ازت نخواسته بلكه تعداد x o    دانش آموز عزيزم! اگه به سؤال دقت كني مي بيني كه مسئله مقدار   

1 رو انتخاب كرده و از اين نقطه، خطی افقی رسم كنيم تا   
3 ، مقدار  sin   آهان فهميدم آقا! در اين مسئله كافيه كه روی محور 

sin هستن. اما به دنبال تعداد جوابهای اين معادله در   x = 1
3          دايره رو دو نقطه قطع كنه.اين دو مكان، جواب كلی معادله ی 

], هستيم. پس: . ]π π3
2 2          بازه ي

 1
3

1
2 xx


2


2

3

sin x = 1
3

→ تعداد جواب =1 
,[ ]π π3

2 2
در بازه ي
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست244

sin روي دايره ي مثلثاتي كدام چند ضلعي حاصل مي شود؟ x = 32 2
سؤال 5: از وصل كردن جواب هاي معادله ي

رو بيابيم.  x رو به دست بياريم و بعد مقدار x2    آقا اجازه؟! فكر كنم كه اين معادله رو بايد در دو مرحله حل كنيم. اول بايد مقدار

                                               sin x = 32 2
600

3
2 xx 22

x k x k

x k x k

÷
π π = π+ = π+ 

→ π π = π+ = π+
 

2
2 2 3 6

22 2 3 3

x
x

x
x

ها، مستطيله. x           شكل حاصل از وصل كردن 
sin چيست؟ x sinx− − =22 1 0 سؤال6 : جواب كلي معادله ي

                                                              

                      
30 30

x

x

x

x

2
1

x

-

a b csin x sin x
sin x

sin x
+ + =

− − = → −=


=



022 1 0 1
2

1 a b csin x sin x
sin x

sin x
+ + =

− − = → −=


=



022 1 0 1
2

1
a b csin x sin x

sin x

sin x
+ + =

− − = → −=


=



022 1 0 1
2

1
a b csin x sin x

sin x

sin x
+ + =

− − = → −=


=



022 1 0 1
2

1

kx هست. π π= +2
3 4x k x k

x k x k

÷
π π = π+ = π+ 

→ π π = π+ = π+
 

2
2 2 3 6

22 2 3 3

a b csin x sin x
sin x

sin x
+ + =

− − = → −=


=



022 1 0 1
2

1
x در جهت منفي دوران پيدا كرده. يعنی جواب اين معادله به صورت k x k

x k x k

÷
π π = π+ = π+ 

→ π π = π+ = π+
 

2
2 2 3 6

22 2 3 3

توجه: با توجه به شكل، اجتماع جواب ها زاويه ي 3سري رو تشكيل ميدن كه 
cosxبهروششهودي a= حلمعادلهي

o    بچه ها! وقتي معادلات سينوسي رو به اين زيبايي جواب داديد فكر كنم به راحتي از پس معادلات كسينوسي هم بربيايد.    

cosx رو به دست بياريد.  = 1
2 سؤال 1: جواب كلي معادله ي

1 بشه(.     
2 ها برابر x 1 بشه. )يعني طول اون

2 ها برابر x هايي رو روي دايره ي مثلثاتي پيدا كنيم كه كسينوس اون x   آقا اجازه؟! بايد
60 قرار دارن. )البته دو زاويه ي سمت راست ضربدر( ها روي ضربدر با مدل x           اين

دو تا عقربه ي يك سر داريم كه يكي    در جهت 
مثبت چرخيده و يكي ديگه  در جهت منفي

π
360

60

x

x

2
1cos x = 1

2
x k π→ = π±2 3

رو به دست بياريد.  cosx −= 3
2 سؤال2: جواب كلي معادله ي

رو انتخاب كرده و از اين نقطه خطی عمود رسم می كنيم تا دايره رو در دو نقطه قطع  − 3
2 ، مقدار  cos   آقا اجازه؟! روي  محور 

30 قرار دارن. )البته دو زاويه ي سمت چپ ضربدر( ها روي ضربدر با مدل x كنه. اين 

                                                                                   30
30

x

x
cos x −= 3

2
x k π→ = π± 52 6

دو تا عقربه ي يك سر داريم كه يكي    در جهت 
π5 در جهت منفي چرخيده

6
مثبت و يكي ديگه 

π5
6

] در كدام يك از فرمول هاي زير صدق مي كند؟ , ]
π π11
6 6

sinx روي بازه ي  sinxcosx− =2 0 سؤال3: جواب هاي معادله ي

kπ
2 )4          kπ π+2

3 3 )3          kπ2
3 )2          k ππ± 3 )1

600

x

x

xx


6


6

11

sin x
sin x sin x cos x sin x( c

c s x
os x)

o

=− = − = 


=

0
2 0 1 2 1

2
0

  kπ π+2
3 3 هاي درون اين بازه در فرمول   x π3 در جهت مثبت چرخيده. بنابراين ], زاويه ي 3 سري رو مشاهده مي كنيم كه به اندازه ي ]π π11

6 6               در بازه ي

             صدق مي كنن. 
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cosx رو پيدا كنيد می تونيد: a= هر وقت خواستيد جواب معادله ی 

a رو انتخاب و از اين نقطه خطي بر                     a cos مقدار 1( روي محور

cos عمود مي كنيم تا دايره ي مثلثاتي رو قطع كنه.    محور
x

x

a ، جواب كلي اين معادله هست.     x x يا جواب مورد نظره . البته توجه داشته باشيد كه فرمول عمومي 2( نقطه  ي برخورد، همون

بهروششهودي tanx a= حلمعادلهي

رو پيدا كنيد. 
 
tanx = − 3

3
مثال جواب كلي معادله ي 

هايي x رو مشخص كنيم. − 3
3 tan مقدار  آقا اجازه؟! بايد روي محور

                                 3
30

x

x
3

x k π= π− 6 − برخورد كنه جواب معادله هست.                       3
3            كه امتداد عقربشون به

sinx كدام است؟ cosx= مثال  تمام مجموعه جواب معادله ي 

sinx تقسيم كنيم تا معادله ي تانژانتي به وجود بياد.  cosx= آقا اجازه؟! خيلي آسونه. كافيه معادله رو به توان 2 برسونيم و بعد طرفين رو به

به توان 2

45

1
x

x

x k π= π+ 4
cos xsin x cos x sin x cos x tan x÷= → = → =1cos xsin x cos x sin x cos x tan x÷= → = → =1

o دانش آموز كنجكاوم! خوب جلو رفتي اما بد تمومش كردي. مگه من در فصل )1( نگفته بودم كه اگه يك معادله رو به توان زوج برسوني 
ممكنه جواب زائد بهت بده؟

رو منفي    cos x sin و x اي كه در ربع سوم قرار داره جواب معادله نيست، چون x  آقا اجازه؟! فهميدم اشكال كارم كجاست.

های واقع در ربع سوم تعريف نمي شه. بنابراين:  x sin به ازاي x cos x=        مي كنه در نتيجه معادله ي

                                                                                               
45

1
x

0
x k π= π+ 4 x k π= π+2 4  

مثال فرمول عمومی x هايی رو كه تانژانتشون تعريف نميشه، بنويسيد؟ 

ها در بالا و پايين دايره قرار دارن،                                         x  آقا اجازه؟! اين

tan برخوردي نداره. )شكل روبرو( xچون امتداد عقربشون با محور k π= π+ 2

x

x
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست246

رو به دست بياريد. 
 

tan x tanx
tanx
+ =3 1 مثال  جواب كلي معادله ي 

آقا اجازه؟! اگه يه طرفين وسطين كنيم همه چي حله.
                     

          

0x x33
kx k x π= π =3 3

tan x tan x tan x tan x tan x tan xtan x
+ = + = =13 3 3 01

tan x tan x tan x tan x tan x tan xtan x
+ = + = =13 3 3 01

            دانش آموز عزيزم باز هم گول خوردي. آيا اصلًا به  اين موضوع فكر كردي كه بعضي از جواب هاي به دست اومده ممكنه مخرج 

آقا اجازه؟! نمي دونيم چرا حواسمون به اين مسائل نيست. الان بررسي مي كنم:            معادله رو صفر كنن؟
 

                                                                                    60
60

x

x

xx

x x

x
0
0 tan x tan x

ta xn
+ =3 1

kx π= →6
2kx π= 3

  يا  
زاويه ي6 سر

x k π= π± 3 هاي واقع در چپ و راست دايره ي مثلثاتي باعث صفر شدن مخرج اين معادله مي شن، نمي تونن جواب معادله باشن پس جواب معادله x     از اونجايي كه

بچه ها! خطر خطر خطر: در حل معادلات مثلثاتي )خصوصاً كسري و راديكالي كه محدوديت دامنه دارن( جواب هاي 

به دست اومده رو حتماً تو معادله ي اوليه چك كنيد. چون ممكنه بعضي از جواب ها در دامنه ي معادله ي اوليه نباشند. 

tanx رو پيدا كنيد: a=  هر وقت خواستيد جواب معادله ی 

        
0

x

x

a

رو مشخص كنيد.                                                      a مقدار tan  1( روي محور

tanx هستن .  a= a برخورد كنه جواب معادله ی هايي كه امتداد عقربشون به x )2 

     

cotxبهروششهودي a= حلمعادلهي
 

      
cot رو پيدا كنيد ميتونيد: x a=  اگه خواستيد جواب معادله ی 

     
           

0

x

x

a

رو مشخص كنيد.                                             a cot مقدار  1( روي محور

cot هستن.                          x a= a برخورد كنه جواب معادله ی  هايي كه امتداد عقربشون به x )2  

cot كدام است؟ x = 3 مثال:  جواب كلی معادله ی

cot مشخص كنيم.       رو روي محور 3   آقا اجازه؟! بايد مقدار
      

30

x

x

3

x k π= π+ 6 هايي كه امتداد عقربشون به اين نقطه مي خوره جواب اين سؤاله.            x            

cot را به دست آوريد؟          x = −1 مثال:   جواب كلي معادله ي
45

-1

x

x

0 x k π= π− 4                                                                                                                        
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] را به دست آوريد؟  , ]π0 tanx در بازه ي  cot x− = 2 مثال:  تعداد جواب هاي معادله ي

    آقا اجازه؟! اگه بتونيم به كمك روابط مثلثاتي معادله ي بالارو كه از دو نسبت مثلثاتي تشكيل شده به يك نسبت مثلثاتي تبديل   كنيم همه چي حله.

α2 روابط فرعی 
x k π= π−2 445

-1

x

x

0

2

2

( )tan x cot x cot x cot x÷ −− = →− = → = −22 2 2 2 2 1  

 

                     

x

x

x

x


88

-kx÷ π π→ = − →2
2 8

]  2 تاست. , ]π0 ÷4kxسری كه       چرخيده تعداد جواب ها در بازه ی π π→ = − →2
2 8

هايي رو بيابيد كه كتانژانتشون تعريف نشده؟ x مثال:  فرمول عمومي

نبايد برخورد كنه.  cot ها در چپ و راست دايره قرار دارن، چون امتداد عقربشون با محور x  آقا اجازه؟! اين

k kcot x cot x x k x x k x xπ π= = π+ = π = = →24 64 3 3xx

                                                                                           

  )cotx cot , tanx tan , cosx cos , sinx sin= α = α = α = α حلمعادلات )

هم مشخصن. cot , tan ,cos ,sinα α α α αزاويه ای معلومه. در نتيجه مقادير              1( فرض می كنيم 


sin

 cos 

tan



cot
شكل 1 شكل 2 شكل 3 شكل 4

با توجه به شكل )1(
sinα برابر شه.  sin بايد xهايی رو پيدا كنيم كه سينوسشون با  x sin x= αsin x sin x= αبرای حل معادله ی

) x k ( )= π+ π−α2 x و ديگری  k= π+α2 همونطور كه می بينيد اين xها )جواب كلی معادله(، دو تا عقربه ی يك سره )يكی 


             

{ k
sin sin

k

x
x

x

= π+
=

= π+ π−

α
α

α

2

2


sin x k= απ +2(x k )= π + π − α2
                                                                

با توجه به شكل )2(
cosα برابر شه.  cos بايد xهايی رو پيدا كنيم كه كسينوسشون با  x cos x= αcos x cos x= αبرای حل معادله ی

) x k= π−α2 x و ديگری  k= π+α2 همونطور كه می بينيد اين xها )جواب كلی معادله(، دو تا عقربه ی يك سره )يكی 


            

cos



x k= απ +2

x k= απ −2

cos x cos x k= α = π± α2
                                                                        

با توجه به شكل )3(

tanα برابر شه.  tan بايد xهايی رو پيدا كنيم كه تانژانتشون با  x tan x= αtan x tan x= α برای حل معادله ی
) x k= π+α همونطور كه می بينيد اين xها)جواب كلی معادله(، يك عقربه ی دو سره )يعنی 





            
  



tan

x
k=
π +

α

tan x tan x k= α = π+ αtan x tan x k= α = π+ α
                                                               

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست248

با توجه به شكل )4(

 
cot برابر شه.  x cot= α cot بايد xهايی رو پيدا كنيم كه كتانژانتشون با  x cot= αبرای حل معادله ی

) x k= π+α همونطور كه می بينيد اين xها)جواب كلی معادله(، يك عقربه ی دو سره )يعنی 






cot

x
k=
π +

α
cot x cot x k= α = π+ αcot x cot x k= α = π+ α

sin را به دست آوريد.  x sin x=3 2 مثال جواب كلي معادله ي 
 x kk xx x

x x
x x

k
sin sin kk x k x

= π= π+ = π  =    π π= π+ π = π+ π = +  
−3

22 2
22 5 2 5 5

3 23 2 2

] چند جواب دارد؟  , ]π0 2 sin در بازه ي  x sin x( )
π

= +2
4

مثال  معادله ي 
آقا اجازه؟! به كمك رابطه ي قبل، مسئله به راحتي حل ميشه. يعني:

 
k xx k xx

x x
x x

k
sin sin

kk x k x( )

π π  = π = π+ = π+  
=   π π π  = π+ π = π+ = +

 

π+ +
π+

π−


+

2 2 2 24 4
3 22 3 2 4 3 4

42 4 2 4
k xx k xx

x x
x x

k
sin sin

kk x k x( )

π π  = π = π+ = π+  
=   π π π  = π+ π = π+ = +

 

π+ +
π+

π−


+

2 2 2 24 4
3 22 3 2 4 3 4

42 4 2 4

k xx k xx
x x

x x

k
sin sin

kk x k x( )

π π  = π = π+ = π+  
=   π π π  = π+ π = π+ = +

 

π+ +
π+

π−


+

2 2 2 24 4
3 22 3 2 4 3 4

42 4 2 4
4 جواب داريم. [ , ]π0 2 kx زاويه ي 3 سر هستش. پس در بازه ي π π= +2

3 4 x زاويه ي يك سربوده و k π= π+2 4   آقا اجازه؟! از اون جايي كه

x در دل k π= π+2 4 o   دانش آموز عزيزم، اشتباه گفتي. آيا به اين موضوع توجه كردي كه
kx هست. π π= +2

3 4 x زيرمجموعه ي k π= π+2 4 kx قرار داره؟ در واقع π π= +2
3 4

] برابره 3 تا.  , ]π0 2 kx خواهد بود و تعداد جواب ها در بازه ي π π= +2
3 4     پس جواب كلي

2


π4
7 )4       π7 )3        π3 )2       π3

7 cos كدام است؟    1( x cos x+ = 21 5 2 مثال يكي از ريشه هاي معادله ي 
 

با توجه به گزينه ها

k
kx x=
π π= =2

2 4
7 7k

kx x=
π π= =2

2 4
7 7

kxx k
cos x cos x cos x cos x x k x

x k kx

π == π 
= = = π±  = π π  =



2
2

3 2 35 2 5 2 5 2 2 7 2 27 7

kxx k
cos x cos x cos x cos x x k x

x k kx

π == π 
= = = π±  = π π  =



2
2

3 2 35 2 5 2 5 2 2 7 2 27 7

kxx k
cos x cos x cos x cos x x k x

x k kx

π == π 
= = = π±  = π π  =



2
2

3 2 35 2 5 2 5 2 2 7 2 27 7

kxx k
cos x cos x cos x cos x x k x

x k kx

π == π 
= = = π±  = π π  =



2
2

3 2 35 2 5 2 5 2 2 7 2 27 7

kxx k
cos x cos x cos x cos x x k x

x k kx

π == π 
= = = π±  = π π  =



2
2

3 2 35 2 5 2 5 2 2 7 2 27 7

kxx k
cos x cos x cos x cos x x k x

x k kx

π == π 
= = = π±  = π π  =



2
2

3 2 35 2 5 2 5 2 2 7 2 27 7

sin x
sin x sin x cos x sin x( c

c s x
os x)

o

=− = − = 


=

0
2 0 1 2 1

2
0cosx = 1

2

tan را به دست آوريد x tan x=4 2 مثالمجموعه جواب معادله ی 
ktan tan k x xx kx xx + π= = π = π =22 24 4 2

   آقا اجازه؟! اعلام خطر شما ديگه براي هميشه تو ذهنمون مي مونه. از اونجايي كه اين معادله محدوديت دامنه داره )چون در   
معادله ي اوليه          بعضي نقاط تعريف نمي شه( بايد جواب به دست اومده رو توي معادله ي اوليه چك كنيم. 

kxجواب معادله
ktan x tan x tan( k ) tan(k ) xπ=
π= π = π = =2 0 0

2
4 2 2kx

ktan x tan x tan( k ) tan(k ) xπ=
π= π = π = =2 0 0

2
4 2 2

              

tan كدام است؟  x cot x⋅ =4 2 1 مثالمجموعه جواب معادله ي 
                                                  ktan x tan tan k x k xcot x x x x x π= = = π = π =+1 4 2 4 24 22 2

                                                

                                              

                                                     

معادله ي اوليه
kx π= 2

رو توی معادله ی اوليه چك می كنيم

kx
tan x cot x tan( k ) cot(k )π= ↓

→ ⋅ = π × π =
2

4 2 1 2 1kx
tan x cot x tan( k ) cot(k )π= ↓

→ ⋅ = π × π =
2

4 2 1 2 1
تعريف نشده

kx مجموعه جواب پوشاليه چون اصلاً در معادله ي اوليه صدق نمي كنه. بنابراين معادله ي بالا اصلاً جواب نداره. π= 2  آقا اجازه؟!
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] چند جواب دارد؟ , ]π0 2 cot  در بازه ي  x cot x=4 مثال معادله ي 
                       

k kcot x cot x x k x x k x xπ π= = π+ = π = = →24 64 3 3
ق ق قغ ق                                                   غ

 cot x cot x=4  آقا اجازه؟! نقاط سمت چپ و راست دايره در معادله ي
                         

 4 = تعداد جواب
cot مي شن(                      صدق نمي كنن. )چون باعث تعريف نشدگي

(k )π±α نسبت هاي مثلثاتي  1414

k) تبديل كنيد )π ± αرو به نسبتهاي مثلثاتي زاويه ي (k )π ± α o   بچه ها مي خوام قانوني رو براتون بازگو كنم كه خيلي سريع بتونيد نسبت هاي مثلثاتي زواياي   

   
sin( kπ2 ) sin( )±α = ±α

cos( kπ2 ) cos( )±α = ±α
)cos حذف كنيد    ) cosπ+α = − α33 )sin و ) sinπ+α = α78 k) عددي زوج باشه اونو از كمان هاي )π ± α 1( اگه ضريب

kπ±α2 رو در دايره ی مثلثاتی ديگه ای رسم     و دسته زوايای 



α± رو در يك دايره ی مثلثاتی   راهنمايی:  زوايای 

cos اين كمانها رو با هم مقايسه كنيد. و  sin  و 
k2 

k2 
   كنيد

   
(cos( k )π+2 1 ) cos( )±α = − ±α

(in( )s k + π2 1 ) sin( )±α =− ±α
)cosحذف كرده,اما نسبت مثلثاتي رو قرينه كنيد      ) cosπ+α = − α33 )sin و  ) sinπ+α = α78 k) عددي فرد باشه اونو از كمان هاي  )π ± α2(  اگه ضريب

) رو در دايره ی مثلثاتی ديگه ای رسم كنيد  و  k )+ π ± α2 1 α± رو در يك دايره ی مثلثاتی و دسته زوايای رو در   راهنمايی:  زاويای 

cos اين كمانها رو با هم مقايسه كنيد.  و  sin

      
tan( kπ ) tan( )±α = ±α

cot( kπ ) cot( )±α = ±α
)cot حذف كنيد      ) cotπ+α = α27 )tan و ) tan( ) tanπ−α = −α = − α96 k) چه زوج و چه فرد باشه اونو از كمان هاي  )π ± α3( ضريب

tan kπ رو در دايره ی مثلثاتی ديگه ای رسم كنيد و  ± α α± رو در يك دايره ی مثلثاتی و دسته زوايای رو در  راهنمايی:  زاويای 
cot اين كمانها رو با هم مقايسه كنيد.  و 

 
α بنويسيد.   مثال نسبت هاي مثلثاتي زير را برحسب 

1( sin( ) sin( ) sinπ −−α = −α = α285  9( tan( ) tan( ) tanπ−α = −α = − α96                                            

2( sin( ) sin( ) sinπ−α = −α = − α324  10( tan( ) tan( ) tanπ−α = −α = − α97                                           

3( sin( ) sinπ+α −= α59  11( tan( ) tanπ+α = α99                                                             

4( sin( ) sinπ+α = α78  12( tan( ) tanπ+α = α100                                                           

5( cos( ) cos( ) cosπ−α = − −α = − α175  13( cot( ) cot( ) cotπ−α = −α = − α23                                         

6( cos( ) cos( ) cosπ−α = −α = α24  14( cot( ) cot( ) cotπ−α = −α = − α24                                         

7( cos( ) cosπ+α = − α33  15( cot( ) cotπ+α = α27                                                           

8( cos( ) cosπ+α = α46  16( cot( ) cotπ+α = α28                                                           
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آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست250

( k ) π+ ±α2 1 2 نسبت هاي مثلثاتي  1515

)cos تبديل مي كنه : ( k ) π+ 22 1 ) sin±α = αرو به نسبتهاي مثلثاتي زاويه ي  (( )k ) ±απ+ 22 1


فرد
               حالا مي خوام قانوني رو بگم كه نسبت هاي مثلثاتي زواياي

cos( ( k ) π+ 22 1 ) sin±α = α؟

( k )sin( π+2 1 2 ) cos±α = α؟

cot( ( k ) π+ 22 1 ) tan±α = α؟

tan( ( k ) π+ 22 1 ) cot±α = α؟

، حذف كرديدو بعدش، نسبت هاي  cot  ، tan  ، cos  ، sin رو از كمان های درون 
 
π
2    آقا اجازه ؟! اين طور كه معلومه شما مضربهای فرد 

؟ چه علامتي رو بذاريم؟! مثبت يا منفي ؟! مثلثاتي رو عوض كرديد. اولاً چرا؟ ثانياً  به جاي 
o    عزيزم! برای اينكه جواب سوالت رو بگيری به اين مثال توجه كن.   

αزاويه ای با چی برابره. فرض می كنم  sin( )π −α3
2 cos    می خوام ببينم 

sin( )3
2 3

2 
در ربع سوم قرار ميگيره .           ( )π −α3

2     حاده هست. پس زاويه ی  

sinα هم اندازه هست، نه با  cosα )sin با  )π −α3
2     همونطور كه می بينيد 

sin؟  cos( )π −α = α3
2     به همين دليله كه نسبتهای مثلثاتی سمت چپ و راست با هم فرق دارن.        

)sin منفيه و برای اينكه   )π −α3
2 در ربع سومه پس  ( )π −α3

2 cosα مثبته. از طرفی  α در ربع اوله پس      از اونجايی كه 

؟ علامت منفی بذاريم. sin برقرار بشه بايد به جای  ? cos( )

−

π −α = α +3
2

sin ? cos( )

−

π −α = α +3
2





؟     تساوی 

؟ كافيه علامت سمت چپ معادله ي بالا رو به دست بياريد و در طرف راست معادله قرار بديد.  دوستان عزيزم!نتيجه اينكه براي تشخيص علامت

α بنويسيد.  مثال  نسبت هاي مثلثاتي زير را بر حسب 

+
a 



2

21

( )ππ+ +α24
2 2

sin cos ( )
↓

+α = + α25
2sin cos ( )
↓

+α = + α25
2

( )ππ+ +α24
2 2

-

a





2

-33

+

( )ππ+ −α66
2 2

cos sin( )
↓

π−α = − α67
2

-a



2 -

125

+

( )ππ+ +α250
2 2

tan cot( )
↓

π+α = − α251
2

-

a




2

-

+

235

( )ππ+ +α470
2 2

cot tan( )
↓

π+α = − α471
2

sin كدام است؟ x cos( x) sin( )
π π
− π − =

3 72
2 6

مثال   جواب كلي معادله ي )   (

sin x cos( x) sin ( cos x) cos( x) cos x( ) ( ) ( ) ( )π π −− × π− = − − − = =2 2 2 13 7 1
2 6 2 4

x

x x

x

2
1

2
1-cos x = ± 1

2 x k π= π± 3
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نمودار توابع مثلثاتي  1616

y sinx= رسمنمودارتابع

] رسم كنم. اين كارو با 5 نقطه انجام مي دم. نگاه كنيد:  , ]π0 2 رو در بازه ي y sin x= o    بچه ها! مي خوام نمودار   

            
0

sin x

0

02

2





2


2

3
2

3
2

0
1

0
-1

x

-1

1
2


2

3
2

sin x

 ...,[ , ],[ , ],[ , ],...( )− π π π π2 0 0 2 2 4 y در بازه هاي sin x= sin مثل دور اولشه، پس نمودار x              از اونجايي كه در هر دور از دايره ي مثلثاتي، تغييرات

              
22  4

y sinx=

           كاملًا به همديگه شبيه هستن. يعني:  

y cosx= رسمنمودارتابع

] هم ميشه از 5 نقطه استفاده كرد. نگاه كنيد:  , ]π0 2 y در بازه ي cos x= o    بچه ها! براي رسم نمودار   

                    

                         -1

1

2
2

3
2

cos x
0

cos x

0
2

2





2


2

3
2

3
2

1 1
0 0

-1

x

   ...,[ , ],[ , ],[ , ],...( )− π π π π2 0 0 2 2 4 y در بازه هاي cos x= cos دور     اولش هست. پس نمودار x                 با توجه به اينكه در هر دور از دايره ي مثلثاتي، تغييرات

22  4

y=cosx

            مثل همديگه هستن. يعني:          

 y tanx= رسمنمودارتابع

y رسيده.  tan x= o    بچه ها! حالا نوبت به رسم نمودار   

tan وجود نداره، چه       x ] قرار دارن و در اين نقطه مقداري براي , ]π0 2 x در بازه ي π= 3
2 و x π= 2   آقا اجازه؟! با توجه به اينكه

] رسم كرد؟           , ]π0 2 رو در بازه ي y tan x=           جوري ميشه نمودار
tan تعريف نشده , لازمه بدونيم در همسايگي π3

2 tan و π
2 o    سؤال خوبي پرسيدي. با توجه به اين كه   

π3 مقدار به چه سمتی ميره. يعني:
2 π2 و              بسيار نزديك

                                                     tan tan
,

tan tan

− −

+ −

 π π= +∞ = +∞  
 
 π π= −∞ = −∞  

3
2 2

3
2 2





+

+

-

-






2


2

3
2

3
2

+

  π3
2 π2 و , استفاده مي  كنيم از همسايگي بسيار نزديك , , ,( )π ππ π30 22 2 علاوه بر اين كه از 5 نقطه ي y tan x=             پس براي رسم نمودار 

, , ,( )
− + − +π π π π3 3
2 2 2 2             هم كمك مي گيريم. يعني:
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2
2

3
2

y tan x

tan x

x

 

ده
ش

نه ف
ر�

تع

ده
ش

فنه
ر�

تع 

- -+ +

0 2
2

3
2


2


2

3
2

3
2                                    

 

y در بازه هاي  tan x= tan مثل دور اولش هست. لذا نمودار x o   همونطور كه مي دونيد در هر دور از دايره ي مثلثاتي، تغييرات   

],... كاملًا شبيه همديگه هستن يعني: , ],[ , ],[ , ],...( )− π π π π2 0 0 2 2 4            

3
2

- - 2

2

3
2

5
2

7
2

y tanx=

 y cot x= رسمنمودارتابع

رو رسم كنيد.  y cot x= y مطرح شد فكر كنم خودتون بتونيد نمودار tan x= o    بچه ها! با توجه به صحبت هايي كه در رسم نمودار   

x هستن. يعني: x و0= = π ، x = π2 شون تعريف نشده هست cot ] نقاطي كه , ]π0 2   آقا اجازه؟! در بازه ي

cot cot cot
, ,

cot cot cot

− − −

+ + +

  = −∞ = −∞ π = −∞  ⇒   
  = +∞ = +∞ π = +∞  

π

π

0 2
0 2

+

+

--
+

- 
0

0 و

و 2

2











  

0، همسايگي  چپ و   , استفاده مي كنيم. از همسايگي راست , , ,( )π ππ π30 22 2 y علاوه بر اين كه از 5 نقطه ي cot x=             براي رسم نمودار

, , ,( )+ − + −π π π0 2 π2 نيز كمك مي گيريم. يعني:             راستπ و همسايگي چپ

 2
2

3
2

y cot x=

0

 ده
ش

نه ف
ر�

تع

ده
ش

فنه
ر�

تع

ده
ش

فنه
ر�

تع

- -+

0+  
2


2

3
2

2
x

cot x

 ...,[ , ],[ , ],[ , ],...( )− π π π π2 0 0 2 2 4 y در بازه هاي  cot x= cot مثل دور اولش هست. پس نمودار x از اونجايي كه در هر دور از دايره ي مثلثاتي، تغييرات

مثل همديگه هسن. يعني:

-2-    2 3 4  0

y cotx=
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) y Arcsin x= (يا) y sin x−= 1 توابع معكوس مثلثاتي ) 1717

y sin x−= 1 نمودارودامنهیتابع 

  ) f f )يعني1− .حالا فكر مي كنيد معكوس تابع y x= o   بچه ها! مي دونيد كه معكوس يك تابع يعني قرينه ي اون تابع نسبت به خط    

             در چه صورتي تابع خواهد بود؟

f تابعي يك به يك باشه، معكوسش               آقا اجازه؟! در صورتي كه
( تابع ميشه و در غيراين صورت خير. )شكل هاي روبرو(                 f  )يعني1−

نه�ست �ك به �ك

نه�ست تابع
-1f

f هست �ك به �ك

هست تابع
-1f

f

y هست بهتون معرفي كنم. sin x= رو كه معكوس تابع y sin x−= 1 o    آفرين به تو دانش آموز خوبم.بچه ها! حالا مي خوام تابع   

y ؟!!! sin x−= 1    آقا اجازه؟! شما گفتيد تابع
o    بله عزيزم. مگه عيبي داره؟   

   ، y sin x=   آقا اجازه؟! بله كه عيب داره. همونطور كه خودتون مي دونيدتابع
y لقب sin x−= 1           يك به يك نيست،پس چطور به معكوسش يعني

نه�ست         تابع رو مي ديد؟!!! آقا اجازه؟! شكل روبه رو حرف هاي منو تأييد مي كنه، نگاه كنيد: �ك به �ك

نه�ست تابع yمعكوس sinx=

y sinx=

y x=

o      عزيزم، چرا عصباني مي شي؟ الان بهت ميگم جريان چيه.منظور من، معكوس كل
y هست كه يك به يكه.  sin x= y نيست بلكه معكوس قسمتي از sin x=       تابع

], قرار داره. يعني: ]π π− 2 2 y هست كه در بازه ي sin x= y معكوس بخشي از sin x−= 1     طبق قرارداد: تابع

  

  

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

D [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

D ,

D [ , ]

[ ]π π= −

=



−





2 2
1 1

�[��y Arcsin x= ��� 

در بازه يتابع

تابع
2

-


2


2


2

-

yتابع: Arc sinx=

�ك: به �yك sinx= -1

1


2


2

-

-1
1


2

-


2

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

R [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

R ,

D [ , ]

[ ]π π= −

=



−





2 2
1 1

�[��y Arc sin x= ��� sin x−1

y sin x−= 1

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

R [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

D [ , ]

R ,[ ]
= −

π π
 =



−

 1 1

2 2

�[��y Arc sin x= ��� 

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

R [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

D [ , ]

R ,[ ]
= −

π π
 =



−

 1 1

2 2

�[��y Arc sin x= ��� 
−1

−1

y دادم؟  sin x−= 1 o    خب؛ حالا فهميدي كه چرا لقب تابع رو به   

آقا اجازه؟! بله فهميدم. اما كاشكي از اول اين موضوع رو مي گفتيد.
o    خواستم ذهنت رو كمي به چالش بكشم تا اين مفهوم رو خوب درك كني.   

sin رو به دست بياريد.  ( / )− −1 1 5 sin و ( )−1 2 y مقدار sin x−= 1     خب بچه ها! با توجه به نمودار

رو رسم كنيم          y sin x−= 1   آقا اجازه؟! اين كه كاري نداره. كافيه نمودار
x رو به اين نمودار تصوير كنيم.در اين صورت /= −1 5 x و = 2   و

-1
1 2-1/5


2

-


2

sin خواهند بود:          ( / )− −1 1 5 sin و ( )−1 2    ارتفاع هاي به دست اومده همون

sin اصلاً    ( / )− −1 1 5 sin و ( )−1 2 y برخوردي نداره! يعني sin x−= 1 اصلاً با نمودار x /= −1 5 x و =   آقا اجازه؟! اذيت مي كني؟! تصوير2
          وجود نداره!
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] قرار داشته باشن.    , ]−1 1 هايي رو جذب مي كنه كه در بازه ي  x  ,  y sin ( )x−= 1 o     بچه ها! اذيتتون نكردم. فقط خواستم بگم تابع   

] باشه.      , ]−1 1 sin−1 حق نداره خارج از بازه ي               يعني ورودي به

x

g(x g

y sin ( ) D x | x

y sin ) D x (x)|

{ }
( ) { }

−

−

 = = − ≤ ≤

 = = − ≤ ≤

1

1
1 1

1 1

y مقدار هر كدوم از عبارت هاي زير رو مقابلشون بنويسيد. sin x−= 1 o     بچه ها! با توجه به نمودار  

-1
1


2

-


2    

 1( sin ( )− π− = −1 1 2                          4( sin ( / )− =1 1 2  تعريف نشده  

2( sin ( )− =1 0 0                                 5( sin ( )− + =1 1   تعريف نشده   

3( sin ( )− π=1 1 2                                6( sin ( )− −− =1 1  تعريف نشده

   آقا اجازه؟! به روي چشم.           

مثال دامنه ي توابع زير را بيابيد.)توجه: برای حل اين دو مثال، بهتره اعمال روی بازه ها )فصل 2( رو بلد باشيد(

1( 
 
y sin ( )x

−=
−

1 1
2

وارون

دامنه

[ , ] x ( , ] [ , ) x ( , ] [ , )
x

+∈ − → − ∈ − − +∞ → ∈ −∞ +∞
−

∞ 21 1 1 2 1 1 1 32  



[ , ] x ( , ] [ , ) x ( , ] [ , )
x

+∈ − → − ∈ − − +∞ → ∈ −∞ +∞
−

∞ 21 1 1 2 1 1 1 32  



[ , ] x ( , ] [ , ) x ( , ] [ , )
x

+∈ − → − ∈ − − +∞ → ∈ −∞ +∞
−

∞ 21 1 1 2 1 1 1 32  



[ , ] x ( , ] [ , ) x ( , ] [ , )
x

+∈ − → − ∈ − − +∞ → ∈ −∞ +∞
−

∞ 21 1 1 2 1 1 1 32  



[ , ] x ( , ] [ , ) x ( , ] [ , )
x

+∈ − → − ∈ − − +∞ → ∈ −∞ +∞
−

∞ 21 1 1 2 1 1 1 32  

                               

 
( )x [ , ] x [ , ] x [ , ]− ∈ − → − ∈ → − ∈

22 2 24 1 1 4 0 1 4 0 1( )x [ , ] x [ , ] x [ , ]− ∈ − → − ∈ → − ∈
22 2 24 1 1 4 0 1 4 0 1( )x [ , ] x [ , ] x [ , ]− ∈ − → − ∈ → − ∈

22 2 24 1 1 4 0 1 4 0 1( )x [ , ] x [ , ] x [ , ]− ∈ − → − ∈ → − ∈
22 2 24 1 1 4 0 1 4 0 1( )x [ , ] x [ , ] x [ , ]− ∈ − → − ∈ → − ∈
22 2 24 1 1 4 0 1 4 0 1

−x منفی باشه 24y sin ( )x
−=

−
1 1

2y sin ( )x
−=

−
1 1

2( )y Arcsin x= − 24)2

   

( )x [ , ] x [ , ] | x | , x , ,[ ] [ ] [ ]× −−→− ∈ − − → ∈ → ∈ ∈ − − 

14 2 24 3 3 4 3 2 2 3 3 2( )x [ , ] x [ , ] | x | , x , ,[ ] [ ] [ ]× −−→− ∈ − − → ∈ → ∈ ∈ − − 

14 2 24 3 3 4 3 2 2 3 3 حذف قدر مطلق2

 

sinبهكمكنیمدایرهيمثلثاتي x−1 یافتنمقدار

], هست انتخاب   ]π π− 2 2 y رو كه در بازه ي sin x= y اول بايد قسمت يك به يك تابع  sin x−= 1             شما مي دونيد براي رسيدن به تابع

رو داريد )اون هم به كمك دايره ي مثلثاتي(، فقط بخشي از فنر مثلثاتی رو انتخاب   sin−1             كرده و بعد معكوسش كنيد. پس اگه قصد محاسبه ي

], قرار داره. يعني: ]π π− 2 2             كنيد كه در بازه ي


2

-
2

-


2


2

)نگاه از مقابل(                       )نگاه از كنار(

y نياز به نيمه ي راست دايره ي  sin x−= 1              بنابراين براي محاسبه ي

            مثلثاتي داريم، اما سؤال اينه كه نيم دايره ي مثلثاتي سمت راست چه  

sin−1 مي كنه؟ پس خوب نگاه كنيد تا بفهميد.             كمكي در به دست آوردن
sin ( )− π=1 1 2

sin ( )− π=1 3
2 3

sin ( )− π=1 2
2 4

sin ( )− π=1 1
2 6

sin ( )− =1 0 0

sin ( )− π− = −1 1 2

1

-1

00

1
2

 1
2

2
2

 2
2

3
2

 3
2


6

 6


4

 4


3

 3


2

 2

sin ( )1

sin ( )− − π= −1 3
2 3

sin ( )− − π= −1 2
2 4

sin ( )− π− = −1 1
2 6
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sinروینیمدایرهيمثلثاتي x−1 نمایشزاویهي

 

sin شما به دو چيز نياز داريد:   x−1 sin از جنس زاويه است. براي نمايش زاويه ي x−1 همونطور كه ديديد

sin  2( نيمه ی سمت راست دايره ی مثلثاتی 1( محور

رو به كمان x رو انتخاب مي كنيد و بعد اون x ، مقدار sin  يعني روي محور

                                  

1

-1

0

xsin1

xsin1

x
1

-1

0
xsin1

xsin1

x sin معلوم بشه.  x−1  سمت راست دايره ي مثلثاتی تصوير مي كنيد تا زاويه ي

π2 افزايش پيدا مي كنه.     −π به سمت 2 sin از x−1 x از1− به سمت 1 افزايش پيدا كنه، زاويه ي اگه مقدار

 ) y Arccosx= (يا) y cos x−= 1 توابع معكوس مثلثاتي ) 1818

y cos x−= 1 نمودارودامنهیتابع 

y نه همش. cos x= هست، اما معكوس بخشي از y cos x= y معكوس تابع cos x−= 1 o    بچه ها! تابع   

y لياقت تابع بودن رو پيدا   cos x−= 1 رو كه مي خوايد معكوس كنيد بايد يك به يك باشه تا y cos x=   آقا اجازه؟! اون بخشي از
y رو انتخاب كنيد؟  cos x=           كنه. اما سؤال اينه كه شما قصد داريد چه بازه اي از

رو انتخاب كنيم. يعني: [ , ]π0     طبق قرارداد بايد بازه ي


1

-1
0




y x=

y Arc cosx=

y cosx=

 �[��y xcos=� ����[��{�[ , ]π0 ��� f
f

D [ , ]
R [ , ]

= π
 = −

0
1 1

f
f

D [ , ]
R [ , ]

= −
 = π

1 1
0

�[��y Arc cos x= ��� 

دربازه ي تابع

تابع


-1 1

 �[��y xcos=� ����[��{�[ , ]π0 ��� f
f

D [ , ]
R [ , ]

= π
 = −

0
1 1

f
f

D [ , ]
R [ , ]

= −
 = π

1 1
0

�[��y Arc cos x= ��� 

x

cos x−1

y cos x−= 1  �[��y xcos=� ����[��{�[ , ]π0 ��� f
f

D [ , ]
R [ , ]

= π
 = −

0
1 1

f
f

D [ , ]
R [ , ]

= −
 = π

1 1
0

�[��y Arc cos x= ��� 

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

R [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

D [ , ]

R ,[ ]
= −

π π
 =



−

 1 1

2 2

�[��y Arcsin x= ��� 

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

R [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

D [ , ]

R ,[ ]
= −

π π
 =



−

 1 1

2 2

�[��y Arcsin x= ��� 
−1

 �[��y sin x=� ����[��{�,[ ]π π−
2 2

 
��� f

f

D ,

R [ , ]

[ ]π π = −

 = −

2 2
1 1

f

f

D [ , ]

R ,[ ]
= −

π π
 =



−

 1 1

2 2

�[��y Arcsin x= ��� 
−1

          



-1 1

هايي رو مي تونه جذب كنه؟      x y چه  cos x−= 1 o   بچه ها! با توجه به شكل روبه رو، فكر مي كنيد تابع   

] قراردارند.                                                                               , ]−1 1 هايي رو كه در بازه ي x   آقا اجازه؟! فقط

y cos ( ) D x | x

y cos D x | g(x)

x

g(x)

{ }
( ) { }

−

−

 = = − ≤ ≤

 = = − ≤ ≤

1

1
1 1

1 نتیجه1                   

               6( cos ( )− −− =1 1 تعريف نشده  

1( cos ( )− − = π1 1            2( cos ( )− π=1 0 2  3( cos ( )− =1 1 0

 4( /cos ( )− − =1 3 5 تعريف نشده  5( cos ( )− + =1 1  تعريف نشده     

y ،مقدار هر كدوم از عبارت هاي زير رو مقابلشون بنويسيد.  cos x−= 1 o  بچه ها! در شكل بالا  با توجه به نمودار

) كدام است؟ )y cos | x |−= −1 2 3 مثال  دامنه ي تابع 
| x | [ , ] | x | [ , ] | x | [ , ] x [ , ] [ , ]+ ÷− ∈ − → ∈ → ∈ ∈ − − 



3 22 3 1 1 2 2 4 1 2 2 1 1 2
دامنه
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بهكمكنیمدایرهيمثلثاتي cos (x)−1 یافتنمقدار

] قرار داره انتخاب     , ]π0 رو كه در بازه ي y cos x= y برسيد بايد قسمت يك به يك تابع cos x−= 1 o    همون طور كه مي دونيد براي اين كه به تابع   

y رو داريد )اون هم به كمك دايره ي مثلثاتي(، كافيه بخشي از فنر مثلثاتی رو   cos x−= 1             كرده و بعد معكوسش كنيد. بنابراين اگه قصد محاسبه ي مقدار

] قرار داره. يعني:  , ]π0             انتخاب كنيد كه در بازه ي 

0 0
                                                                      

                                                                                                 )نگاه از مقابل(                                        )نگاه از كنار(

رو به كمك نيم دايره ي مثلثاتي به راحتي مي شه حساب كرد. نگاه كنيد:  y cos x−= 1             بنابراين

cos ( )− =1 1 0

cos ( )− π=1 3
2 6

cos ( )− π=1 2
2 4

cos ( )− π=1 1
2 3

cos ( )− − = π1 1
1-1

0
1
2 1

2 2
2 2

2
3

2 3
2


6

5
6


4

3
4


3

2
3


2


cos ( )1

cos ( )− − π=1 3 5
2 6

cos ( )− − π=1 2 3
2 4

cos ( )− π− =1 1 2
2 3

cos ( )− π=1 0 2

روینیمدایرهيمثلثاتي cos (x)−1 نمایشزاویهي

cos شما به دو چيز نياز داريد:    x−1  براي نمايش زاويه ي
cos               2( نيمه ی بالايی دايره ی مثلثاتی x  1( محور

x انتخاب  رو انتخاب مي كنيد و بعدش x ، مقدار cos  يعني روي محور

1-1 0

cos1x
cos1x

x 1-1 0 x

cos1x

cos1x
cos معلوم بشه.  x−1  شده رو به كمان بالا تصوير مي كنيد تا زاويه ي

π به سمت 0 كاهش پيدا مي كنه.       cos از x−1 x از1− به سمت 1 افزايش پيدا كنه، زاويه ي  اگه مقدار

−  مي باشد كدام است؟ ≤< 13
2 2

− ≤< 13
2 2

x y وقتي  cos x−= 1 مثال  برد تابع 
                                                                            


3

5
6

3
2

- 1
2x

Arc cos x

cos x−π π< ≤1 5
3 6

) y Arctan x= (يا) y tan x−= 1 توابع معكوس مثلثاتي ) 1919

 
 y tan x−= 1 نمودارودامنهیتابع

y يك به يك نيست، پس معكوس اين تابع، تابع نخواهد بود. به همين دليل بخشي از    tan x= o     بچه ها! همون طور كه مي دونيد تابع   

، y tan x= ( در نتيجه معكوس اين قطعه از  ,( )π π− 2 2 رو انتخاب مي كنم كه يك به يك باشه )طبق قرارداد، بازه ي y tan x=               نمودار

), قرار داره. نگاه كنيد: )π π− 2 2 y هست كه در بازه ي tan x= y معكوس قسمتي از tan x−= 1               صددرصد تابع هست. پس، تابع

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



257 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

 
- 2


2


2

-
2

- 2

2


2

-
2

y x=

y Arc tanx=

y tanx=

y tan x−= 1

y tan x=
fD ,

f

( )

R

π π =

 =

2 2


fD ,

f

( )

R

π π =

 =

2 2


fD ,

f

( )

R

π π =

 =

2 2


fD ,

f

( )

R

π π =

 =

2 2


fD

,fR ( )

− =
 π π


− =

1

2 2
1


fD

,fR ( )

− =
 π π


− =

1

2 2
1
fD

,fR ( )

− =
 π π


− =

1

2 2
1


fD ,

f

( )

R

π π =

 =

2 2


fD ,

f

( )

R

π π =

 =

2 2


fD

,fR ( )

− =
 π π


− =

1

2 2
1


y tan x−= 1

 هست. ها رو جذب كنه، يعني دامنه ي اين تابع x ، اين تابع مي تونه تمام y tan x−= 1 o    بچه ها! با توجه به نمودار   

 

                                                            

2

-
2




tan x
x ( )

tan ( )

tan x
x ( )

+−

−

−−

−∞

 π−
→

 =


π =


+∞→

≈

≈

1

1

1

0

2

0

2

tan x
x ( )

tan ( )

tan x
x ( )

+

−

−
−

−

−∞


π
−

 →

 =



π


=




+∞→

≈

≈

1

1

1

0

2

0

2

tan x
x ( )

tan ( )

tan x
x ( )

+
−

−

−
−

−∞



π−


→



=


π


=

 +∞→

≈

≈

1

1

1

0
2

0

2

) چيه؟ )y )n xta g(−= 1 o   بچه ها يه سؤال: فكر مي كنيد دامنه ي تابع   

g(x) بستگی داره.اگهg(x) تعريف بشه  y هر مقدار حقيقی رو  پذيراست.پس همه چی به tan ( )−= 1   آقا اجازه؟! از اونجايی كه

g gy tan x D x | xg D D D( )( ) { }−= = ∈ =1
g gy tan x D x | xg D D D( )( ) { }−= = ∈ =1

y هم تعريف ميشه ودر غير اينصورت خير.بنابراين:     (tan g x)( )−= 1 پس

                               

مثال  دامنه ي تابع مقابل را بيابيد.
( )xy tan x

− −= −
1 2

5
x D [ , )xx x

− ≥ =− − • + −− −

2 52 0 2 525 5
x D [ , )xx x

− ≥ =− − • + −− −

2 52 0 2 525 5
x D [ , )xx x

− ≥ =− − • + −− −

2 52 0 2 525 5

x D [ , )xx x

− ≥ =− − • + −− −

2 52 0 2 525 5

yبهكمكنیمدایرهيمثلثاتي tan x−= 1 یافتنمقدار

), قرار داره            )π π− 2 2 رو كه در بازه ي y tan x= بايدقسمت يك به يك تابع y tan x−= 1             همون طور كه مي دونيد براي رسم نمودار تابع 

رو به كمك دايره ي مثلثاتي محاسبه كنيد، كافيه قسمتي از فنر مثلثاتي  tan−1انتخاب كرده و بعد معكوسش كنيد. بنابراين اگه مي خوايد مقدار            

), قرار داره. يعني: )π π− 2 2             رو انتخاب كنيد كه در بازه ي

      


2

2


2

-
2

-

                                                                                                            )نگاه از مقابل(                           )نگاه از كنار(

رو از طريق نيم دايره ي مثلثاتي به راحتي مي شه حساب كرد. نگاه كنيد:  y tan x−= 1             بنابراين زاويه ی
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tan ( )− π=1 3 3

tan ( )− π=1 1 4

tan ( )− π=1 3
3 6

tan ( )− =1 0 0

tan ( )− − π= −1 3
3 6

tan ( )− π− = −1 1 4

tan ( )− π− = −1 3 3

Arc 
tan

Arc tan

3

3

3



6


2


4

-

-
3
-


2

-

4

-

6

-

1

-1

3
3

3
3

y
tan

x−
=

1

y
tan

x
−

=

1

yروینیمدایرهيمثلثاتي tan x−= 1 نمایشزاویهي

y رو نمايش بديد به دو چيز نياز داريد:       tan x−= 1
 براي اين كه بتونيد زاويه ي 

tan        2( نيمه ی سمت راست دايره ی مثلثاتی 1( محور

x انتخاب شده رو توسط  رو انتخاب مي كنيد. x ، مقدار tan xtan1يعني روي محور

xtan1

x

xtan1
xtan1

x

y معلوم بشه.                   tan x−= 1 يك خط به مركز نيم دايره وصل مي كنيد تا زاويه ي

π2 افزايش پيدا مي كنه.   −π تا 2 tan هم از x−1 ∞+ افزايش پيدا كنه، زاويه ي تا −∞ x از اگه مقدار

f كدام است؟ (x) tan x− π= +13 2 x باشد، برد تابع 
−

< ≤
3

1
3

مثال  اگر 
 

                                             

 

    
برد

1

3
3

-
6

-


4

x
x− < ≤3 13

Arc tan x , Arc tan x ,[ ] ( )×π π π π∈ − → ∈ −3 36 2
3

4 4 Arc tan x , ](
π+ π π→ + ∈2 3 2

50 4


Arc tan x , Arc tan x ,[ ] ( )×π π π π∈ − → ∈ −3 36 2
3

4 4Arc tan x , Arc tan x ,[ ] ( )×π π π π∈ − → ∈ −3 36 2
3

4 4
Arc tan x , Arc tan x ,[ ] ( )×π π π π∈ − → ∈ −3 36 2

3
4 4tan x−1 tan x ,( )− π π∈ −13 2

3
4

tan x ,( )− π π∈ −13 2
3
4

) y Arccot x= (يا) y cot x−= 1 توابع معكوس مثلثاتي ) 2020   

 y cot x−= 1 نمودارودامنهیتابع

 y cot x= y يك به يك نيست پس معكوسش هم تابع نخواهد بود.بنابراين بخشي از نمودار cot x= o    بچه ها! با توجه به اين كه تابع   

y قطعاً تابع خواهد بود. cot x= ( در نتيجه معكوس اين قطعه از ( , )π0               رو انتخاب مي كنم كه يك  به يكه )طبق قرارداد، بازه ي
) قرار داره. يعني:  , )π0 y هست كه در بازه ي cot x= y معكوس قسمتي از cot x−= 1      پس قرارداد، تابع
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y x=

y Arc cotx=

y cotx=

 ���� ��[y cot x=� ����[��{�( , )π0 ��� f
f

D ( , )
R

= π
 = 

0

f

f

D

R ( , )

−

−

=
 = π

1

1 0
�[��y Arc cot x= 

��� 

 ���� ��[y cot x=� ����[��{�( , )π0 ��� f
f

D ( , )
R

= π
 = 

0

f

f

D

R ( , )

−

−

=
 = π

1

1 0
�[��y Arc cot x= 

��� 

بخشي از

تابع

در بازه ي  ���� ��[y cot x=� ����[��{�( , )π0 ��� f
f

D ( , )
R

= π
 = 

0

f

f

D

R ( , )

−

−

=
 = π

1

1 0
�[��y Arc cot x= 

��� 
 ���� ��[y cot x=� ����[��{�( , )π0 ��� f

f

D ( , )
R

= π
 = 

0

f

f

D

R ( , )

−

−

=
 = π

1

1 0
�[��y Arc cot x= 

��� 


0



0

y cot x−= 1

y cot x−= 1

 ���� ��[y cot x=� ����[��{�( , )π0 ��� f
f

D ( , )
R

= π
 = 

0

f

f

D

R ( , )

−

−

=
 = π

1

1 0
�[��y Arc cot x= 

��� 
D =  ها رو داره يعني: x y دقت كنيد مي بينيد كه اين تابع، قدرت جذب همه ي cot x−= 1 o    بچه ها! اگه به نمودار تابع   

cot x
x

cot ( )

cot x
x

−

−

−


π

→
 π=




→ +∞

−∞
≈

≈

1

1

1
01

20
cot x

x
cot ( )

cot x
x

−

−

−



π


→


π=




→


+∞


−∞
≈

≈

1

1

1

01

2
0



 

cot x
x

cot ( )

cot x
x

−

−

−

 π
 →



π
=




 →


+∞


−∞
≈

≈

1

1

1 01

20
                                                                              

) چيه؟ )y )cot xg(−= 1 o   بچه ها يه سؤال: دامنه ي   

   g gy Arccot x D x | x Dg D D( )( ) { }= = ∈ = g gy Arccot x D x | x Dg D D( )( ) { }= = ∈   آقا اجازه؟!     =

) كدام است؟  )y cot x | x |
−= +

1 1 مثال  دامنه ي تابع 
x بشه. پس: | x |+ ≠ 0 o   همونطور كه می دونيد ، دامنه ی اين تابع، x هايی هستن كه باعث ميشن 

 x D ( , )> = +∞0 0��� 

x D ( , )> = +∞0 0

���x > 0  

���x > 0  

���x > 0  

+ ≠0 0 0����� 

x x− ≠ ≠0 0 0 ����� 

اگر

اگر

اگر

ق ق

غ ق ق

غ ق ق

x | x |+ ≠0

x x+ ≠0











 x D ( , )> = +∞0 0��� 

x D ( , )> = +∞0 0

���x > 0  

���x > 0  

���x > 0  

+ ≠0 0 0����� 

x x− ≠ ≠0 0 0 ����� 

x = 0

x < 0

yبهكمكنیمدایرهيمثلثاتي cot x−= 1 یافتنمقدار

) قرار داره انتخاب    , )π0 رو كه در بازه ي y cot x= y بايد قسمت يك به يك تابع cot x−= 1 o      همون طور كه مي دونيد براي رسم نمودار تابع
رو به كمك دايره ي مثلثاتي محاسبه كنيد، كافيه قسمتي از فنر مثلثاتي   y cot x−= 1            كرده و بعد معكوسش كنيد. بنابراين اگه مي خوايد مقدار

) قرار داره. يعني: , )π0            رو انتخاب كنيد كه در بازه ي

0
0




                                                                      

                                                                                      )نگاه از مقابل(                                    )نگاه از كنار(

رو به راحتی ميشه از طريق نيم دايره ي مثلثاتی حساب كرد. نگاه كنيد: cot x−1             بنابراين مقدار

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست260

Arc cotArc cot

33- 1-1 - 3
3

3
3


2

3


3
2


4


4

3

6


6

5



cot ( )− π=1 3 6

cot ( )− π=1 1 4

cot ( )− π=1 3
3 3

cot ( )− π− =1 31 4

cot ( )− π− =1 53 6

cot ( )− − π=1 3 2
3 3

cot ( )− π=1 0 2

y
cot

x
−

=
1

y
cot

x−

=

1

yروینیمدایرهيمثلثاتي cot x−= 1 نمایشزاویهي

رو نمايش بديد به دو چيز نياز داريد:  cot x−1  براي اين كه بتونيد زاويه ي

cot     2( نيمه ی بالايی دايره ی مثلثاتی  1( محور

x انتخاب شده رو توسط رو انتخاب مي كنيد. x ، مقدار cot  يعني روي محور

cot1x

cot1x

x

cot1x cot1x

x

cot معلوم بشه.              x−1   يك خط به مركز نيم دايره وصل مي كنيد تا زاويه ي

π به سمت صفر كاهش پيدا مي كنه.  cot هم از x−1 ∞+ افزايش پيدا كنه، زاويه ي ∞− تا x از اگه مقدار

) كدام است؟ ) ( )( )sin cot cos cot ( )− −− +1 13 3 2 04 3 مثال  مقدار عبارت 

                                                  
0-  3

3 
22

3sin cos sin cos( ) ( )π π π× + × = + π = − =3 2 2 1 1 04 3 2 2

                                     

cot x−1  ، tan x−1  ، cos x−1  ، sin x−1 روابط موجود بين زوايای   2121
مجموعدوزاویهيمتمم

رو به كمك نيم دايره هاي مثلثاتي پيدا كنيد؟     xn os xsi c− −+1 1 o     بچه ها! آيا مي تونيد مقدار   

       xn os xsi c− −+1 1   آقا اجازه؟! با مطالب جديدي كه گفتيد، خيلي راحت ميشه مقدار
              cos sin و   رو به دست آورد. با توجه به شكل روبرو ، دو مقدار يكسان رو روی محور 

     

y=x

x
x sin1x

cos1x

π

π− 2

π− 2

اين دو مقدار رو مشخص می كنيم .همونطور كه                      cos x−1و sin x−1 انتخاب كرده و 
y متقارنن.  x= cos متمم هم ديگه هستن،چون نسبت به خط x−1 sin و x−1  می بينيد زاويه هاي 

    sin cosx x− − π+ =1 1
2

 بنابراين:  
                                                                           

y رو رسم كنيد؟ sin x cos x− −= +1 1 o    يه سؤال ديگه: آيا مي تونيد تابع   
2y=

y پس نمودارش اينجوريه:                    π= 2   آقا اجازه؟! خيلي آسونه. اين تابع، يك تابع ثابته. يعني:

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



261 تفاوت ما در تفکر ماست آموزش فصل )9(

خوب نگاه كني مي فهمي كه اين تابع فقط  xy Arcsin Arc xs

x x

in
↓ ↓

− ≤ ≤

+

≤

=

− ≤1 1 1 1

xy Arcsin Arc xs

x x

in
↓ ↓

− ≤ ≤

+

≤

=

− ≤1 1 1 1

xy Arcsin Arc xs

x x

in
↓ ↓

− ≤ ≤

+

≤

=

− ≤1 1 1 1

xy Arcsin Arc xs

x x

in
↓ ↓

− ≤ ≤

+

≤

=

− ≤1 1 1 1

xy Arcsin Arc xs

x x

in
↓ ↓

− ≤ ≤

+

≤

=

− ≤1 1 1 1x x

xy sin sin x
↓ ↓

− ≤ ≤ − ≤ ≤

− −= +

1 1 1

1 1

1

cos−1 o   دانش آموز عزيزم باز هم حواست رو جمع نكردي. اگه به تابع   

] قرار داره مي تونه  جذب كنه، پس شما  , ]−1 1 هايي رو كه در بازه ي x             

 1-1


2y=

] هست سروكار داري. يعني:                     , ]−1 1 كه دامنه اش بازه ي y π= 2              با تابع

xn رو به كمك نيم دايره هاي مثلثاتي پيدا كنيد؟ ot xta c− −+1 1 o   دوستان من! آيا مي تونيد مقدار     

 cot , tan− −1 1 cot انتخاب كرده و  , tan   آقا اجازه؟! كافيه دو مقدار يكسان رو روی محور 
y=x

0

0

x

xtan1x

xcot1

cot متمم         x−1 tan با x−1          رو برای ايندو مقدار رومشخص كنيم .كاملاً واضحه كه زاويه هاي

   tan cotx x− − π+ =1 1
2

         همديگه هستن.  بنابراين:   

      


2y=

 , به شكل روبروست:  y با توجه به اين كه دامنه اش برابره با tan x cot x− −= +1 1 تازه نمودار تابع

) چند جواب دارد؟ )sin x cos x
− − π+ =1 1 1

2 مثال  معادله ي 
 

sin x

sin x cos sin x sin x x x
x x x

−

− − − −π= − = = = = ±


1 1

1 1 1 1 21 1 1 1 12

مجموعدوزاویهيقرینه

 ) tan (x) , tan− −1 1tan ( x)− −1 sin  قرينه ی همديگه هستن )همچنين زوايای (x) sin ( x)− −+ −1 1sin (x) sin ( x)− −+ −1 و1 o   شكلهای زير داره نشون ميده كه زاويای    

sin ( ) six )xn (− − =−+1 1 00

1

-1

x

x

sin1x

sin1x

tan ( ) tax )xn (− − =−+1 1 00

1

-1

x

x

tan1x

tan1 x

مجموعدوزاویهيمکمل

 :) cot ( x) , cot x− −−1 1 cos  مكمل همديگه هستن )همچنين زوايای ( x) ,cos x− −−1 1 شكلهای زير داره نشون ميده كه زاويای 

cos ( ) cox xs ( )− −+ = π−1 1
1-1

x-x

cos1xcos1
x

cot ( ) cox xt ( )− −+ = π−1 10

 x-x

xcot1xcot1
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 cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1
cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1cot x , cot , tan tanx x( )− − − −+1 1 1 11 1 مقادیر

   همواره برقراره. 
x

x
tan tanx x

>
− −

<

π→+  π→−

0
1 1

0
1 2

2

x

Arc tan Arc tan
x

x
x

π>

+
π<

−


→


→


0
1 2

0
2

x

Arc tan Arc tan
x

x
x

π>

+
π<

−


→


→


0
1 2

0
2

x

Arc tan Arc tan
x

x
x

π>

+
π<

−


→


→


0
1 2

0
2

x

Arc tan Arc tan
x

x
x

π>

+
π<

−


→


→


0
1 2

0
2

= o    بچه ها! رابطه ي       


2

-


2

x هم به شكل روبه روست:     
x

y tan tan− −= +1 1 1       پس نمودار تابع

   آقا اجازه؟! رو چه حسابي اين حرف ها رو مي زنيد؟ 

( , ) (D , )−∞= +∞0 0 } هست. يعني: }− 0 رو در نظر بگيريد. دامنه ي اين تابع
 

y tan x tan x
− −= +1 1 1 o    بچه ها! تابع    

) يك تابع ثابته،    , )+∞0 y′=0 ميشه. يعني اين تابع علاوه بر اين كه در بازه ي      اگه مشتق اين تابع رو به دست بياريد مي بينيد كه

هاي دامنه، فقط يك مقدار داره، كافيه   x ) هم تابعي ثابت خواهد بود. از اون جايي كه يك تابع ثابت به ازاي تمام , )−∞ 0      در بازه ي

) معلوم بشه.  , )+∞0 رو درون تابع قرار بديم تا مقدار اين تابع ثابت در بازه ي x x دلخواه مثل1= ) يك , )+∞0      كه در بازه ي

) هم مشخص بشه.  , )−∞ 0 رو به تابع بديم تا مقدار تابع در بازه ي x = x دلخواه مثل1− ) هم بايد يك , )−∞ 0      هم چنين در بازه ي

 

                                                                                                                                                    

 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = + =1 4 41 2x = 1 
x > 0

x = −1 
x < 0 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = − = −− −− 4 41 1 2

 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = + =1 4 41 2x = 1 
x > 0

x = −1 
x < 0 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = − = −− −− 4 41 1 2

= : يعني
 tan ( ) tan ( )− − π π π+ = + =1 1

4 41 1 20��»x = 1 
x > 0

0��»x = −1 
x < 0 tan ( ) tan ( )− − π π π+ = − −− = −−1 1

4 41 1 2

 tan ( ) tan ( )− − π π π+ = + =1 1
4 41 1 20��»x = 1 

x > 0

0��»x = −1 
x < 0 tan ( ) tan ( )− − π π π+ = − −− = −−1 1

4 41 1 2

y tan x tan x
− −= +1 1 1

                   


2

3
2    هم همواره برقراره.

x

x
cot cox

x
t

>
− −

<

π→
+  π→



0
1 1

0
2
3
2

1
x

Arc tan Arc tan
x

x
x

π>

+
π<

−


→


→


0
1 2

0
2

x

Arc tan Arc tan
x

x
x

π>

+
π<

−


→


→


0
1 2

0
2

=
x

x
Arccot Arccotx

x

>

<

π→
+  π→



0

0
2
3
2

1
x

x
Arccot Arccotx

x

>

<

π→
+  π→



0

0
2
3
2

1 o    بچه ها! در ضمن رابطه ي       

y به شكل روبه روست: cot x cot
x( )− −= +1 1 1      پس نمودار تابع

o    بله عزيزم.   آقا اجازه؟! آيا از دلايل بالا ميشه براي اثبات اين رابطه استفاده كرد؟    

رو قرار داديد؟ π3
2 x مقدار   آقا اجازه؟! فقط در اينجا يك سؤال وجود داره. چرا در اين رابطه به ازاي0>

o    خب معلومه. اگه مثل بالا عمل كني مي فهمي كه:    Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = + =1 4 41 2x = 1 
x > 0

x = −1 
x < 0 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = − = −− −− 4 41 1 2

 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = + =1 4 41 2x = 1 
x > 0

x = −1 
x < 0 Arc tan( ) Arc tan( ) π π π+ = − = −− −− 4 41 1 2

=
 cot ( ) cot ( )− − π π π+ = + =1 1

4 41 1 20��»x = 1 
x > 0

0��»x = −1 
x < 0 cot ( ) cot ( )− −− − π π π+ = + =1 1 3 3

4 41 31 2

 cot ( ) cot ( )− − π π π+ = + =1 1
4 41 1 20��»x = 1 

x > 0

0��»x = −1 
x < 0 cot ( ) cot ( )− −− − π π π+ = + =1 1 3 3

4 41 31 2

x
x

y cot cot− −= +1 1 1

tan x−1 , cos x−1 , sin x−1 نسبتهايمثلثاتيزوایاي

o     بچه ها! همو ن طور كه مي دونيد وقتي كه دو تابع معكوس هم، با يكديگه تركيب بشن، همديگه رو خنثي مي كنن و فقط عبارت درونشون      

   f f ( ) , f fx )x x(x( ) ( )− −= =1 1               مي مونه.يعنی:     

sinsin( ) xx− =1 Arcsin ميتونه خنثي كنه)يعني: x رو فقط sin x−1   بنابراين 

coscos( ) xx− =1 cos ميتونه خنثي كنه )يعني : cos رو فقط  x−1   همچنين 
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) كدام است؟ )cos sin cos− −+1 12 22 5 5  
مثال  حاصل

  cos sin cos sisin + cos n sin sin( ) ( ) ( )− − −− −

π

+ = + = − = −π1 1

2

1 1 1
2

2 2 2 2
5 5 5 5

2 2
5 5



cos sin( )+α = − απ
توجه2

sin بنويسيد تا بتونه رو محاسبه كنيد كافيه اون نسبت مثلثاتي رو بر حسب sin x−1 پس اگه می خوايد نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي

cos بنويسيد                                                                                                cos نسبت رو بر حسب  x−1 رو خنثي كنه.وهمچنين برای محاسبه ی نسبت های مثلثاتی sin−1

 

 

                             

 

 

1(

2(

3(

cos( ) sisin x sin xn ( ) x− −= − = −121 21 1cos sin= − 21

sincos( ) xco xsin xt( )
xsi n xn( )si

−
−

−
−= =

11
1

21coscot sin=

sinsin( ) xta xsin xn( )
co xn xs( )si

−
−

−
= =

−

1

2
1

1 1
sintan cos=

sin نسبتهایمثلثاتیزاویهی1−

sin( ) cocos x cos xs ( ) x− −= − = −121 21 11( sin cos= − 21

2( coscot sin=
coscos( ) xco xcos xt( )

si xs xn( )co

−
−

−
= =

−

1

2
1

1 1

cossin( ) xta xcos xn( )
xco s xs( )co

−
−

−
−= =

11
1

213( sintan cos=

cos −1
نسبتهایمثلثاتیزاویهی

tan xtan( ) xsin( )
tan ( )

tan x
t n x xa

−
−

−
= =

+ +2
1

1 2

1

1 1
1( tansin

tan
=

+ 21

2( cos
tan

=
+ 2

1

1
cos( )

ta
tan x

tann ( ) xx

−
−

= =
+ +12

1
2

1 1
1 1

3( cot
tan

= 1 cot( )
xt

tan x
tanan( x)

−
−

= =1
1

1 1

tan
x

−1
نسبتهایمثلثاتیزاویهی

cot رو خودتون به دست بياريد. x−1 o بچه ها!لطف كنيد، نسبت هاي مثلثاتي
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2 tan x−1 ,2 cos x−1 ,2 sin x−1 نسبتهايمثلثاتيزوایاي

sin( ) sin( ) cos( ) x x

sin( ) sin( ) cos( ) x .x

tan( ) xsin( )
tan ( )

sin x sin x sin x

cos x cos x cos x

tan xtan x
tan x x

− − −

α α α

− − −

α α α
−

−
−


 = = −



= = −




= =
+ +

1 1 1

1 1

2

2

2
1

1 2

1

1

2 2 2 1

2 2 2 1

2 22
1 1

  

  

sin sin cos=2 2
sin( ) sin( ) cos( ) x x

sin( ) sin( ) cos( ) x .x

tan( ) xsin( )
tan ( )

sin x sin x sin x

cos x cos x cos x

tan xtan x
tan x x

− − −

α α α

− − −

α α α
−

−
−


 = = −



= = −




= =
+ +

1 1 1

1 1

2

2

2
1

1 2

1

1

2 2 2 1

2 2 2 1

2 22
1 1

  

  

sin sin cos=2 2

sin( ) sin( ) cos( ) x x

sin( ) sin( ) cos( ) x .x

tan( ) xsin( )
tan ( )

sin x sin x sin x

cos x cos x cos x

tan xtan x
tan x x

− − −

α α α

− − −

α α α
−

−
−


 = = −



= = −




= =
+ +

1 1 1

1 1

2

2

2
1

1 2

1

1

2 2 2 1

2 2 2 1

2 22
1 1

  

  

tansin
tan

=
+ 2
22

1
sin x sin x

cos x c

cos sin cos( ) sin ( ) x

cos cos cos( ) os x

tan

cos ( ) x

tan( )tan xcos cos xtan x
tan x

( )
tan tan ( ) x

− −

α α
− −

α α
−

−
−


 α = − α = − = −



α = − α − = − = −


 − αα = = =

+ α − −

1 1

1 1

2 2 2

2

11
1

2 2

2
2 2 2

2 1 2

2 2 1

12
1 2

2 1 2 1 2

2 2 1 2 1

2 22
1 1

 

 

tan xtan ( )cos( xtan x
ta

)
ta nn ( x)x

−
−

−
− −= =
+ +

1
1

1

2 2
2 2

1 12
1 1

sin x sin x

cos x c

cos sin cos( ) sin ( ) x

cos cos cos( ) os x

tan

cos ( ) x

tan( )tan xcos cos xtan x
tan x

( )
tan tan ( ) x

− −

α α
− −

α α
−

−
−


 α = − α = − = −



α = − α − = − = −


 − αα = = =

+ α − −

1 1

1 1

2 2 2

2

11
1

2 2

2
2 2 2

2 1 2

2 2 1

12
1 2

2 1 2 1 2

2 2 1 2 1

2 22
1 1

 

 

cos cos= −22 2 1

sin x sin x

cos x c

cos sin cos( ) sin ( ) x

cos cos cos( ) os x

tan

cos ( ) x

tan( )tan xcos cos xtan x
tan x

( )
tan tan ( ) x

− −

α α
− −

α α
−

−
−


 α = − α = − = −



α = − α − = − = −


 − αα = = =

+ α − −

1 1

1 1

2 2 2

2

11
1

2 2

2
2 2 2

2 1 2

2 2 1

12
1 2

2 1 2 1 2

2 2 1 2 1

2 22
1 1

 

 

cos sin= − 22 1 2

tancos
tan

−=
+

2

2
12
1

tan xtan( ) xtan tan x
tan

( )
tan ( ) xx

−
−

−
= =

− −

11
12 2

2 22
1 1

tantan
tan

=
− 2
22

1

sin
x

−1

2

نسبتهایمثلثاتیزاویهی

cos
x

−1

2

نسبتهایمثلثاتیزاویهی

Extra رابطهي

o   بچه ها! آخرين رابطه از مبحث توابع معكوس مثلثاتی رو     

              مي بينيدكه من اسمش رو گذاشتم رابطه ي فوق العاده

    

 x.y ≤ 1

 x.y > 1
x , y> >0 0

x , y< <0 0

tan x tan y− −+ =1 1

 tan x y
xy( )− +

−
1

1

 tan ,
xy

ta

x y x , y

x y x , y
xy

n ,

( )

( )

−

−

+ + π −
 + − π

−

> >

< <

1

1
1 0 0

0 01

+ π

− π

                 به دليل حجم زياد اثبات، فقط خود رابطه رو  براتون مي گم:       

× = ≤1 1 1
2 3 6 1

=tan tan tan tan tan ( )( ) ( ) ( ) ( )− − − − −
+ π+ = = =

− ×

1 1 1 1 1
1 1 5

1 1 2 3 6 12 3 1 1 5 41 2 3 6
tan tan tan tan tan ( )( ) ( ) ( ) ( )− − − − −

+ π+ = = =
− ×

1 1 1 1 1
1 1 5

1 1 2 3 6 12 3 1 1 5 41 2 3 6

مثال

مثال= tan ( ) tan ( ) tan tan( ) ( )− − − −+ π π+ + π = + π = − + π =
− × −

1 1 1 1 52 3 32 3 1 2 3 5 4 4tan ( ) tan ( ) tan tan( ) ( )− − − −+ π π+ + π = + π = − + π =
− × −

1 1 1 1 52 3 32 3 1 2 3 5 4 4

× = >2 3 6 1

( )( ) = >− −2 3 6 1

مثال= ( ) ( )tan ( ) tan ( ) tan tan
( )( )( ) ( )− − − −− + − π − π− + − − π = − π = − π =

− − − −
−1 1 1 12 3 5 32 3 1 2 3 5 4 4

( ) ( )tan ( ) tan ( ) tan tan
( )( )( ) ( )− − − −− + − π − π− + − − π = − π = − π =

− − − −
−1 1 1 12 3 5 32 3 1 2 3 5 4 4
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کاربرد نسبتهای مثلثاتی دريک مثلث 22 22

كلیدحلمسائلكاربردیوهندسی

cos(وتر)

وتر

 ست. يعنی :  α cosα ، تصوير كردن وتر روی ضلع مجاور  وظيفه ی
وتر


مجاوريال ضلع

در مثلث قائم الزاويه ی 

وتر
(وتر) sin

 ست. يعنی : α sinα ، تصوير كردن وتر روی ضلع مقابل  وظيفه ی
وتر


مقابل ضلع در مثلث قائم الزاويه ی

cosα : علت  بالايی α
ضلع مجاور 

وتر
cosα α= cosα α ضلع مجاور cosαوتر α =

بچه ها ! در يك مثلث ، روابطی بين اضلاع و زوايای اون مثلث وجود داره كه من 3 دسته از اونها رو براتون بازگو می كنم : 

) sin دستهیاول:)معروفبهروابط

ن قانون باعث برقراری ارتباط، بين دو ضلع دلخواه و زوايای روبروشون ميشه .  اي

                                                                                                                                                              A

B

C

a

b

c sin A sinB sinC
a b c= =

 داريم :
A

B

C

a
h

b

c علت(    در مثلث

asinB bsin A= sin A sinB
a b=

h asinB=

h bsin A=







                                                                                                                                           

 بقيه ی اثبات  با شما .

) cos دستهیدوم:)معروفبهروابط
 

ن قانون ، شما با داشتن اندازه ی دو ضلع و زاويه ی بين شون می تونيد اندازه ی ضلع سوم مثلث رو بدست بياريد . در اي

                                                                                                                                                     

*

B

A C





ac

b c a b abcos= + − γ2 2 2 2

b a c accos= + − β2 2 2 2

a b c bccos= + − α2 2 2 2





       
b

B

A C


h

x y

ac

H :   *  علت 







ABHدر مثلث

BCH در مثلث
: h c x= −2 2 2

: h a y= −2 2 2 c x a y c (b y) a y c (b by y ) a y− = − − − = − − − + = −2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22

c a b by= + −2 2 2 2 y acos= γ c a b abcos= + − γ2 2 2 2

                                              
دستهیسوم:مساحتمثلث

ن اون دو ضلع ، قابل محاسبه هست :                                                                                                                                    در اين قانون ، مساحت  يك مثلث ، به كمك دو ضلع و زاويه ی بي

AB.AC.sin A AB.BC.sin B BC.AC.sinCS = = =2 2 Aمثلث2

B

C

sin× sin×
2

S مثلث=
حاصلضرب اندازه ی دو ضلع  )زاويه ی بين دو ضلع( 

h.ACS   )علت = 2
ABsin A.AC AB.AC.sin AS S= =2 2

h ABsin A= با توجه به 
A

B

C
h :

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



آموزش فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست266

cos( )α+β )sinو )α+β اثباتبسط 2323

AE  رابطه اي ايجاد كنم. پس مراحلي رو كه طي مي كنم با دقت زيرنظر بگيريد: AB EB: cos( )
AD AD

−α + β = DE و= DF FEsin( )
AD AD

+α + β = بچه ها! مي خوام براي =

                                                                                           
A B

C

AE باشه :       AB EB: cos( )
AD AD

−α + β = 1( مثلث قائم الزاويه اي درست می كنم كه حاوي زاويه ي =

                                 


A B

C

D

AE باشه :             AB EB: cos( )
AD AD

−α + β = 2( مثلث قائم الزاويه اي ديگه اي  رو روي وتر اين مثلث ايجاد مي كنم كه حاوي زاويه ي =

                                                                                
B

C

E

D


A



  توجه داشته باشيد كه  :           


 
A B

C

E

D

DE هم يك مثلث قائم الزاويه به وجود مي آرم:     DF FEsin( )
AD AD

+α + β = 3( براي زاويه ي =

                                                                                                                                              



 
A B

C

E

F

D

رو ايجاد مي كنم  :   FCBE 4(  حالا مستطيل 






 
A B

C

E

F

D

DF DC.cos 

CB AC.sin 
دوستان عزيزم!  همه ی مقدمه چينی ها ی بالا  به خاطر اين بود كه به شكل  روبرو  برسم  :                                

                  

با توجه به مستطيل  

sin cos

DE DF FE DF CB DC.cos AC.sin DC ACsin( ) cos sin
AD AD AD AD AD AD

β β
↑ ↑

+ + α + αα +β = = = = α ⋅ + α ⋅

sin( ) sin cos cos sin⇒ α+β = α β+ α β

 ����� »�������� علامت تغيير نمي كنه ��«

                                                                                                                                            
AB FC ...

AD
− با توجه به مستطيل= ...AE AB EB AB FCcos ( )

AD AD AD
− −α +β = =

.....................لطفاً خودتون ادامه بديد 

                                                                                                     

cos( ) cos cos sin sin⇒ α+β = α β− α β

 ����� »�������� علامت تغيير مي كنه ��«
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 سینوس یک رادیان در چه فاصله ای است ؟)فاصله ی کوچکتر مورد نظر است (            )آزاد -64 (

[ , ]10 2 )4                       [ , ]2 12 )3                    [ , ]1 2
2 2

)2                 [ , ]2 3
2 2

)1          

کدام است ؟        )آموزش و پرورش - 85(                         f ( ) f ( )π π+5 7
6 6 ، در این صورت حاصل  f (x) min{cos t | t x}π= < ≤3

 اگر

[ ]− + 31 2
)4                          − 3 )3                         −3 12

          1(وجود ندارد                     2(

)سراسری - 71( x در کدام ناحیه ی مثلثاتی است ؟    ، انتهای کمان  cot xcos x , a R
cot x a

= ∈
− 2

 اگر

          1( اول                                2( دوم                                3( سوم                              4( چهارم 

کدام است ؟       )سراسری -73 ( tan( x)π −3
2 x در ناحیه ی سوم دایره ی مثلثاتی باشد ، و انتهای کمان  cos x = − 10

10
 اگر

 3 )4                               1
3 )3                             − 1

3  )2                                 -3 )1          

)سراسری -77 ( کدام است ؟     cos cos cos cos cosπ π ππ π+ + + +3 5 117 9
14 14 14 14 14  حاصل

1 )4                                 1
2

)3                                    0 )2                                 - 1 )1          

چقدر است ؟           )آزاد - 75( sin x cos x+2 5 باشد ، آنگاه مقدار عبارت sin x
sin x

+ =1 2  اگر

−2 1  )4                        −2 2 )3                                    1 )2                                  -1 )1          
)cos] کدام است ؟            ) استاد عادل مهرپاک - همدان ( )]α −β2 باشند ، حاصل x x+ − =2 1 0 βریشه های معادله ی αو   اگر 

          1( فقط صفر                        2( فقط 1                            3( فقط 1-                          4( 0 یا  1                                                                    
در کدام ناحیه ی مثلثاتی است ؟             )سراسری -70 ( x sin باشد ، انتهای کمان  xtan xcosx − <1 0 sin و x tan x+ > 0  اگر

          1( اول                                 2( دوم                               3( سوم                              4( چهارم 

tan کدام است ؟            )آزاد -86 ( x2 sin باشد آنگاه  x cos x+ =2 2 32 2  اگر

 1
2 )4                                3

2 )3                                    2 )2                                    1 )1          

sin چقدر است ؟           )آزاد - 86( x cos x+3 3 باشد ، حاصل sin x cos x+ = 1
3  اگر 

 17
81 )4                              17

27 )3                               13
81 )2                               13

27 )1          

کدام است ؟           )آزاد -87 ( sin x cos x+6 6 sin باشد ، حاصل  x cos x+ =4 4 3
5

 اگر

 3
7 )4                                2

5 )3                                2
3 )2                                 1

5
)1          

tan(x کدام است؟         )آزاد -77 ( )π− 4
sin ، آنگاه x cos x b− = sin و x cos x a+ =  اگر 

 a b
a b
+
− )4                      a b−2 2 )3                                 a

b
)2                                 b

a
)1          

برقرار است ، آنگاه :          )آزاد -83 ( tan(B ).tan(C )+ + =30 30 1  در مثلث ABC ، رابطه ی

 Â = 30�)4                        Â = 60�)3                       Â = 120�)2                        Â = 150�)1          

چقدر است؟          )آزاد -82 ( tan x2 باشد ، مقدار sin x cos x
sin x cos x

− + =
+ −

2 2
2 2

2 1 4
2 1

 اگر 

 1 )4                                5
2 )3                                2

5 )2                                    2 )1          
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کدام است ؟       )سنجش -78 ( sin(x )π+ 4
sin باشد ، xcos x = −4 1  اگر

 ±1 )4                             ± 1
2 )3                                 1

2 )2                              − 1
2 )1          

tanبرابر است با :              )آزاد -69 ( tan tan tan+ −50 85 50 85� � � �tan tan tan tan+ −50 85 50 85� � � �tan tan tan tan+ −50 85 50 85� � � �tan tan tan tan+ −50 85 50 85� � �  مقدار عددی�

 -3 )4                                 -1 )3                                    1 )2                                   3 )1          

)سراسری -74 ( cot کدام است ؟      ( )− α25�cot ( )− α25� )tanباشد ،  )α + = 320 4
�tan( )α + = 320 4
�  اگر

 8 )4                                  7 )3                                    6 )2                                   5 )1          

و x,y حاده باشند ، کدام رابطه درست است ؟          )آزاد -79 ( tan y = +2 1 tan و x = −2 1  اگر

 y x π− = 2 )4                  y x π− = 4 )3                  y x π− = 6
)2                  y x π− = 3 )1          

کدام است ؟                 )سراسری -84 ( cos .cos sin .sin

sin .cos cos .sin

α β − α β

α β − α β

2 2 2 2

2 2 2 2
)tan ، مقدار کسر )α −β = 3

4
α و + β =  اگر�135

 − 4
3 )4                                4

3
)3                             − 3

4
)2                                 3

4
)1          

Aکدام است ؟                 )گزینه ی دو - 85 ( ( tan )( tan )= + +1 18 1 27� �A ( tan )( tan )= + +1 18 1 27� �A ( tan )( tan )= + +1 18 1 27�  حاصل عبارت�

 2 )4                            2 2 )3                                    1 )2                               2 )1          

کدام است ؟                                             )سراسری -82 ( sin( )sin( ) sin( )cos( )π + α π + α − π − α −α2
 خلاصه شده ی

cos                         4(صفر  α2 )3                         sin α2 )2                       sin− α2 )1          

cos کدام است ؟                                                               )آزاد - 80 ( x cos x cos x
sin x cos xsin x

− +
+−

2 2 2 2
2 1

 حاصل عبارت

 cos x2 2           1(1-                                   2( 1                                    3( صفر                              4(

tan برابر کدام است؟                                                                         )سراسری - 78( ( cos )+20 1 40  خلاصه شده ی عبارت

 cos40 )4                          cos20 )3                           sin40 )2                           sin20 )1          

cos برابر کدام است ؟                                                           )سراسری - 77( ( x) cos x( tan x)π − − +2 2 272 14
 حاصل عبارت

  cos x2 )4                      sin x− 2 )3                       cos x− 2 )2                          sin x2 )1          

πα کدام است ؟         ) آموزش و پرورش -87 ( = 8
به ازای

tan( )

tan ( )

π + α

π− + α2

2 4
1 4

 مقدار عددی 

  -1 )4                              − 1
2 )3                                    1 )2                                 1

2
)1          

کدام است ؟                                                                                     )سراسری - 74 ( cos x tan xsin x+4 4  ساده شده ی عبارت 

 cos x −24 3 )4                 sin x +24 1 )3                 sin x +22 1 )2                 cos x −22 1 )1          

برابر کدام است ؟                                                                                                     )سنجش - 86( cot
sin

α +
α

1  حاصل 

 cot α2
)4                         cos α2 )3                         tan α

2
)2                          sin α

2
)1          

آموزش تکمیلی فصل )9( در قالب تست 
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Aبرابر کدام است ؟                                                            ) آموزش و پرورش - 86 ( sin cos cos= 20 40 80� � �A sin cos cos= 20 40 80� � �A sin cos cos= 20 40 80� �  حاصل عبارت�

  1
12 )4                                1

8 )3                                 1
6 )2                                 1

4 )1          

)cosacosbcos کدام است ؟                                  )سراسری - 83( a)cos( b)π π− −8 2 2
باشد ، حاصل a b π+ = 4

 اگر

 cos a2 2 )4                       sin a2 2 )3                          cos a4 )2                          sin a4 )1          
f چیست ؟                                                 )گزینه ی 2 - 87( (x) (sin x cos x) (cos x sin x)= − + −2 22 2  بیشترین مقدار تابع

 4 )4                                   3 )3                                   2 )2                                    1 )1          

کدام است؟                                                                         )آزاد - 85 ( tan( x)π + 22 ، آنگاه x π< <0 2 sin و x = 3
5  اگر

 − 24
7 )4                           − 7

24 )3                               24
7 )2                               

7
24 )1         

cos آنگاه :                                                                                                               )آزاد - 83 ( c tanc− =1 2  در مثلثی

 Ĉ = 90� )4                     Ĉ = 45�  )3                       Ĉ = 60�  )2                         Ĉ = 30�)1         

چقدر است ؟                                                    )آزاد -75 ( Ctan 2 ( ، مقدار Â = 90�( ، ABC در مثلث قائم الزاویه ی 

 a b
c
+ )4                         a

b c+
)3                          c

a b+ )2                           b
a c+

)1         

xπ باشد برابر کدام است ؟                                    )آزاد -81 با کمی تغییر( < < π3
4

وقتی sin x cos x+ +1 2  حاصل عبارت

 cos x sin x+2 )4                        sin x− )3                       sin x−2          1( صفر                               2(

برابر کدام است ؟                                                                          )گزینه ی دو - 85 ( sin a .tan ( )
sin a

− π + α
+

21 2
1 2 4

 حاصل عبارت

 1 )4                                 -1 )3                     tan+ α1 )2                      tan− α1 )1         

tan چقدر است ؟          )آزاد - 75 ( x cot x+ باشد ، حاصل sin x cos x+ = 5
4

 اگر

 18
7 )4                              9

32 )3                              32
9

)2                                 5
2

)1         

tan چقدر است ؟           )آزاد -74 ( x cot x
tan x cot x

+
+

2 2
3 3

sin باشد ، حاصل کسر x = 42 5
 اگر

17
35 )4                             65

34
)3                                    1 )2                               34

65 )1         

کدام است ؟      )سراسری - 75( tan x2 tan ، مقدار x cot x− = 6  از معادله ی

 3 )4                                1
3 )3                             − 1

3 )2                                 -3 )1         

coscot برابر کدام است ؟          )سراسری -75 (
cos

− α+ α −
+ α

2 11 1
α در ناحیه ی اول دایره ی مثلثاتی باشد ، عبارت  اگر انتهای کمان

 cotα )4                           tanα )3                       cot− α )2                        tan− α )1         

π است . مقدار k کدام است ؟          )آزاد - 71 (
18

sin برابر x k sin x− = 33 4  یکی از ریشه های معادله ی

.- 1 )4                                1
2

)3                              − 1
2 )2                             2

2
)1         
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sin برابر کدام است ؟                         ) استاد عادل مهرپاک - همدان( x باشد ، آنگاه sin x sin x cos xsin x ...+ + + =2 2 2 2  اگر
xcos22 2

)4                     xsin22 2
)3                         cos x2 )2                          sin x2 )1         

cos کدام است ؟                )گزینه ی دو - 78 ( x sin x+2 3 2 باشد ،  مقدار sin x cos x a+ =3  اگر

a −2 1 )4                   a a− −2 1 )3              a a− +2 3 1 )2                          a −2 2 )1         

)cos چقدر  است ؟           )آزاد -81 ( x )π−2 4 sin باشد ، آنگاه x(cos x sin x)− = −1  اگر

2
2 )4                                   0 )3                                    3 )2                          − 2

2
)1         

A باشد تمام مقادیر A کدام است ؟        )آزاد - 75 ( sin x cos x= +2 2 xπ و  π≤ ≤5 7
4 4

 اگر

A− ≤ ≤2 0 )4            A− ≤ ≤2 1  )3              A− ≤ ≤1 2 )2                  A− ≤ ≤1 1 )1         
چه تعداد ازعبارات زیروجود دارند ؟                ) استاد عادل مهرپاک - همدان( sin x+1 2 cos و x −22 1 در ک . م . م دو عبارت

sin (x )π−22 4             sin (x )π+22 4
         sin(x )π−2 4              sin(x )π+2 4        

4 )4                                   3 )3                                    2 )2                                   1 )1         

cos کدام است ؟          ) آموزش و پرورش - 86 ( cos
sin

−3 20 10
40

 مقدار عددی

2 )4                                     1 )3                                 1
2 )2                                 1

4
)1          

مقدار a کدام است ؟                     )سراسری - 76 ( sin x cos x cos x a
sin x

= +2 3 2 22
 اگر 

1 )4                                 1
2 )3                                  -1 )2                              − 1

2 )1          
)سراسری -86 ( cos برابر کدام است ؟      cos cos+ 220 40 80  حاصل عبارت 

3
4

)4                                 1
2 )3                           sin70 )2                           cos10 )1          

)سراسری -85 ( برابر کدام است ؟       cos
cos

−


14 40
20

 حاصل عبارت 

2 )4                               3 )3                                    1 )2                                 1
2

)1          

چقدر است ؟          )آزاد -84 ( x π= 36
cos به ازای x cos x sin x sin x

sin x sin x cos x cos x
+ ++
+ +

5 5
5 5

 حاصل عبارت

1
3

)4                                    2 )3                                    1 )2                                    4 )1          
)سراسری -84 ( با کدام عبارت زیر برابر است ؟      sin x sin x sin x− +3 2 4 5  عبارت

xsin xsin− 24 4
2 )4          xsin xsin24 4 2 )3       xsin xsin− 22 4

2
)2         xsin xsin22 4 2

 )1          

)سراسری - 74( برابر است با :      sina sin a cosa

(sina cosa)

+ +

+ 2
3 2  ساده شده ی کسر

sina+1 )4                      cosa+1 )3                         cosa2 )2                            cosa  )1          

کدام است ؟            )آزاد -80 ( sin x sin xsin x sin xsin x
cos x cos xcos x cos xcos x

+ +
+ +

2
2

3 5
3 5

 حاصل عبارت

tanx tan x23 )4           tan x tan x2 23 )3              tanx tan x3  )2             tan x tan x2 3 )1          

برابر است با : )              آزاد - 67 (  cos sin−2 2110 70  حاصل

sin40 )4           cos− 40 )3                    cos( )−40 )2                           sin50 )1          
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)سراسری - 87 ( برابر کدام است ؟       
cos

+1 2
20

 حاصل عبارت

sin4 40 )4                       cos2 40 )3                       cos4 40 )2                         sin2 40 )1          

برابر کدام است ؟        )سنجش - 87( sin cos
sin
+100 230

10
 حاصل

sin2 20 )4                       cos2 20 )3                        cos2 10 )2                          sin2 10 )1          
برابر است با :               )آزاد - 79( tana tanb

cot a cot b
+
+

 حاصل کسر

tana .cot b )4             cot a tanb+ )3                tana .tanb )2              tana tanb+ )1          

کدام است ؟ cos xcos x(tan x tan x)+3 3 باشد ، حاصل  x π< <0 4
و sin x= 32 5

 اگر 

− 24
25

)4                              24
25

)3                          − 12
25

)2                               12
25

)1          

برابر کدام است ؟       )سراسری -85( cos ( tan tan )+50 70 10  ساده شده ی عبارت

cos2 20 )4                       sin2 20 )3                         cos20 )2                            sin20 )1          

) برابر کدام است ؟                   )گزینه ی دو -86( tan cot )sin+20 40 50  حاصل عبارت

 cos50 )4                  sin3 50 )3                           tan50 )2                                    1 )1          

] دارد ؟                   )گزینه ی دو -86( , ]π50 2 چند جواب متمایز در بازه ی sin x cos x=22 3  معادله ی

5 )4                                   4 )3                                    2 )2                                   3 )1          

sin به کدام صورت است ؟     )سراسری -82 ( x sin x
sin x
+ =3 1  جواب کلی معادله ی مثلثاتی

k ππ ±2 3 )4                      k ππ ± 3 )3                       k ππ + 3 )2                              kπ
3 )1          

به کدام صورت است ؟          )آزاد - 83( cos x

cos(x )
=

π+

2 0

4

 جواب کلی معادله ی مثلثاتی

k ππ − 4 )4                      k ππ ± 4 )3                       k ππ + 4 )2                      k ππ ±2 4
)1          

]چند ریشه دارد ؟           )آزاد - 86(  ], π0 2 در بازه ی cos xcos x=2 3 0  معادله ی

12 )4                                  10 )3                                   8 )2                                    6 )1          

صدق می کنند کدام است ؟     )سراسری-78 ( sin( x)cos( x) sinπ π+ π − = 2 722 6
 صورت کلی تمام قوس هایی که در معادله ی

k ππ ± 3
)4                       k ππ + 3 )3                     k ππ ±2 3

)2                     k ππ −2 3
)1          

]چند جواب دارد ؟      )سنجش-87( ], π0 2 در بازه ی sin (x ) cos(x )ππ− + − =2 52 3 58 8
 معادله ی

4 )4                                   3 )3                                    2 )2                                    1 )1          
] کدام است ؟          )آموزش و پرورش-86( ], π0 در بازه ی tan(x ) tan( x)π π+ + − =5 27 14

 مجموع ریشه های معادله ی

π
7 )4                               π14 )3                              π3

28 )2                              π3
14

)1          

کدام است؟           )آزاد - 80( cos x tan(x )cot(x )π π− + + =2 04 4
 تمام جواب های معادله ی

x k= π )4            x k π= π +2 2 )3                      x k= π2 )2               x k π= π + 2 )1          
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] چند ریشه دارد ؟          )آزاد - 81( , ]ππ 9
4 4

tan در بازه ی x tan x sin xsin x=2 2  معادله ی

0 )4                               2 )3                                    4 )2                                         1 )1          
] :             )آزاد-78( ], π0 2 tan در فاصله ی xcot x tan x

tan x
−+ =
+

12 2 1
 معادله ی

          1( یک ریشه دارد                   2( ریشه ندارد                   3( دو ریشه دارد             4( چهار ریشه دارد . 
≥x چند ریشه دارد ؟             )آزاد-78( ≤ π0 2 sin در فاصله ی x cos x=− − 1  معادله ی

3 )4                               4 )3                                    1 )2                                        2 )1          
کدام است ؟                )آزاد-82( tan x cos x− =2 2 1  تمام جواب های معادله ی

kπ π+4 4 )4                 kπ π+2 4
)3                    k ππ +2 2

)2                           k ππ + 2
)1          

بیان شده است . مجموع ی مقادیر i  به کدام ix k π= π +2 6
به صورت  cos x sin x=2  جواب های کلی معادله ی مثلثاتی

          صورت است ؟           )سراسری -83(
  { , , }1 5 9 )4                    { , , }1 4 7 )3                          { , , }1 3 5 )2                             { , }7 9 )1          

چند ریشه دارد ؟            )آزاد-83( x≤ ≤ π0 sin در بازه ی x cos x= +2 2 1
4

 معادله ی

0 )4                      1 )3                                  4 )2                       2 )1          

] چند ریشه دارد ؟             )آزاد-84( ], π0 2 sin در بازه ی  x cos x+ =4 4 3
2

 معادله ی

8 )4                       4 )3                                 2 )2                                       0)1          

] کدام است؟     )سنجش-87( ], π0 2 tan در بازه ی  x tan( x) tan( )π π+ − =3 322 4
 مجموع جوابهای معادله ی

π9
2 )4                            π7

2 )3                               π5
2 )2                                π3

2 )1          
] کدام است ؟                             )آموزش و پرورش-87( ], π0 2 در بازه ی  cos x

cos x
=

−
2 2

2 1
 تعداد جواب های معادله ی مثلثاتی

          1( هیچ                      2( 1                                3( 2                      4( 4

tan دارای جواب است . مجموعه ی مقادیر m  برابرکدام فاصله است ؟      )سراسری- 78( sin x sin( x) mπ+ − = −60 12  معادله ی مثلثاتی

[ ],−2 4 )4                           [ ],0 2 )3                           [ ],−3 1 )2                         [ ],−1 3 )1          

)sin کدام است ؟     )سراسری-85( x) sin( x)π π− = + +52 14 2  جواب کلی معادله ی مثلثاتی

k ππ +2 2 )4                    k ππ −2 2
)3                       k ππ −2 4

)2                      k ππ + 2
 )1          

π, چند جواب دارد ؟        )آزاد-87( π 
  

3
2 2

sin در بازه ی x cos x sin xcos x cos xsin x+ + + =3 3 2 2 13 3 3
 معادله ی 

1 )4                                   0 )3                                     4 )2                                    2 )1          

            a.θبرقرار باشد ، مقدار عددی x xsin x asin cos+ θ − θ+ =2 1 2 2
رابطه ی x R∈ زاویه ی حاده باشد و به ازای هر θ  اگر

         کدام است ؟                           ) آموزش و پرورش - 87 (

π
2 )4                                π

6
)3                                π2

3
)2                                 π3 )1          

cos چند نقطه برروی دایره ی مثلثاتی معلوم می کنند ؟     )گزینه ی دو-85( x cos x cos( x )π= −− 34 2 3 2
 جواب های معادله ی 

8 )4                                   6 )3                                    4 )2                                    9 )1          
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در کدام گزینه آمده است ؟                   )گزینه ی دو-85( sin(x )sin(x )π π+ − = 1
6 6 4  جواب کلی

kπ π+2 4 )4                               kπ )3                              kπ
2 )2                      k ππ + 4

 )1          

]چقدر است ؟                 )گزینه ی دو-87( ], π0 2 cos در بازه ی  xcos x cos x= 16 4 102
 مجموع جواب های معادله ی مثلثاتی

π4 )4                                π3 )3                                π2 )2                                  π )1          

] چند ریشه دارد ؟             )آزاد-77( ], π0 sin در فاصله ی  x cos x+ =3 2  معادله ی0

          1(2ریشه                            2(3ریشه                            3(4ریشه                           4(6ریشه

] چند ریشه ی متمایز دارد ؟            )آزاد-86( ], π0 2 در بازه ی  sin xcos xcos x sin x=2 2 4 2  معادله ی 

5 )4                                   3 )3                                    1 )2                                    0 )1          

] چند ریشه دارد ؟            )آموزش و پرورش-85( ], π0 2 در بازه ی sin x cos(x )π− + = 04  معادله ی

4 )4                                  3 )3                                    2 )2                                    1 )1          

)گزینه ی دو-87( tan به کدام صورت است ؟     x tan x =2 3 1  جواب کلی معادله ی مثلثاتی 

        kπ π+5 5
)4                   kπ π+2

5 5 )3                     kπ π+5 10 )2                 kπ π+2
5 10

)1          

]چند ریشه دارد ؟              )آزاد-82( ],π π5 در بازه ی  cos x cos x cos x sin x+ + = + 22 3 3  معادله ی 

              2 )4                                   1 )3                                    4 )2                                   5 )1          

] چند ریشه دارد ؟              )آزاد-82( ], π0 2 در بازه ی cos x tan x cot x− = +2 2  معادله ی 

          1( 1ریشه                            2( 3ریشه                          3( 4ریشه                          4( 2ریشه

] دارد ؟              )آزاد-87( ], π0 2 sin چند ریشه در بازه ی  x cos x cos (x )π+ = − +8 8 21
8 4  معادله ی 

0 )4                                   8 )3                                   2 )2                                    4 )1          

]چند ریشه دارد ؟                )آزاد-82( ], π0 2 در بازه ی  tan x cot x− =2 22 1  معادله ی 

8 )4                                  4 )3                                    2 )2                                    0 )1          

] چند ریشه دارد ؟            )آزاد-84( ], π0 2 در بازه ی tan xcot x cot x tan x+ =3 4 2 4  معادله ی

4 )4                                  8 )3                                    0 )2                                    2 )1          

صدق می کنند ؟                                           )عادل مهرپاک - همدان( [ ]x x xcos− π=3
2

 چند عدد طبیعی دو رقمی در معادله ی 
23 )4                                22 )3                                  21 )2                                  20 )1          

cos کدام است ؟ x sin= α sin تشکیل یک دنباله ی هندسی را بدهند جواب کلی معادله ی مثلثاتی ,sin ,sinα α α2 4  اگر سه جمله ی غیر صفر

x          )عادل مهرپاک - همدان( k π= π ± 3
)4               x k π= π ± 6

)3             x k π= π ±2 3 )2              x k π= π ±2 6 )1          

] کدام است ؟                                         )عادل مهرپاک - همدان( ] [ ]x x sin x− − = π  کاملترین مجموعه ی جواب معادله ی

Z )4                       Z Z+− )3                       Z Z−− )2                               Z− )1          
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cos(sin برابر است با :              )آزاد-69( ( ))− −1 8
17

 مقدار عددی

8                               4(هیچکدام
17

)3                             − 15
17 )2                               15

17
)1          

]sin کدام است ؟       )سراسری-77( cot ( )] cos[ tan ( )]− −− +1 133 2 34 3  حاصل 

        3
2 )4                                    1 )3                                 1

2 )2                              − 1
2 )1          

)گزینه ی دو-86( sin[cos کدام است ؟       ( ) cot ( ) ]− −+ −1 13 15
 حاصل

− 2
10 )4                            2

10 )3                          − 2
5

)2                             2
5

)1          

b است ؟            )آموزش و پرورش-85( cot[sin ( )]−= 1 1
3

 ، چند برابر حاصل عبارت
sin[tan ( )]

a
cos[cot ( )]

−

−
=

−

1

1

2
3
3
2

 حاصل عبارت
         

− 6
3 )4                        − 6

2 )3                        − 3
2 )2                           − 2

3 )1          

کدام است ؟               )آزاد-81( sin[ sin ( ) cos ( )]− −+1 13 32 35 5
 حاصل عبارت 

− 3
5 )4                                3

5
)3                             − 4

5
)2                                 4

5 )1          

کدام است ؟                  )گزینه ی دو-86(       sin ( ) sin ( )− −+1 11 2
3 3 باشد ، حاصل cos ( ) cos ( ) a− −+ =1 11 2

3 3
 اگر

aπ −2 )4                            aπ − )3                         aπ +2
)2                          aπ −2 )1          

کدام است ؟            )آزاد-78( tan ( ) tan ( )− −− + +1 13 2 3 2  حاصل عبارت 
π π+3 4 )4                      π π+6 4 π                                 2( صفر                              3(

2
)1          

cos کدام است ؟                    )گزینه ی دو-85( [ tan ( )]−2 1 12 2  ساده شده ی عبارت

/0 16 )4                           /0 25 )3                            /0 12 )2                            /0 36 )1          

sin کدام است ؟             )آموزش و پرورش-87( [ cos ( )]−2 11 3
2 5  مقدار عددی

/0 4 )4                            /0 3 )3                             /0 2 )2                                /0 1 )1          

tan برابر است با :               )آزاد-73( [ cos ( )]−2 11 1
2 3

 مقدار عددی 

 1
2

)4                                1
3 )3                              4

5 )2                                 1
4 )1          

برابر است با :              )آزاد-73( tan ( ) tan ( )− −+1 11 3
4 5

 حاصل عبارت
π
2 )4                              π5

12
)3                             π4 )2                                π3 )1          

x)           )آزاد-78( x )< − >1 0(x x )< − >1 0(x x )< − >1 یا0 برابر است با : xxtan ( ) cot ( )
x x

− − +−
+

1 1 1
1

 حاصل عبارت

   -1 )4                                   1 )3                                  0 )2                                 
x
1 )1          

کدام است ؟                )آزاد-84( sin ( ) cos ( )− −+1 13 4
5 5

 حاصل 

cot ( )−1 7
24 )4                 tan ( )−1 7

24 )3                cos ( )−1 7
24

)2                sin ( )−1 7
24

)1          
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کدام نتیجه گیری صحیح است ؟         )سنجش-78( cos (sin x) sin− = α1  از رابطه ی

cos x π+ α= 2 )4           x cos π+ α= 2 )3            sin x π+ α= 2 )2            x sin π+ α= 2
)1          

کدام است ؟            ) آزاد -87 ( sin [sin ( ) cos ( )]− π π−1 4 4
7 7

 حاصل

       π2
7

)4                             π3
14 )3                           π− 2

7 )2                           π− 3
14 )1          

>π باشد،کدام است ؟            )آزاد-87( α + β <0 2 اگر sin (cos cos sin sin )− α β − α β1  حاصل
πα + β − 2 )4                          α −β )3                   π − α −β2

)2                           α + β )1          

)گزینه ی دو-78( ] به کدام صورت است ؟      ], π0 2 در بازه ی  y sin (sin x)−= 1  نمودار

 2  )4             2  )3             2  )2        
2
−

3
2


2


2
 2

 )1          

کدام است ؟                                                )سراسری70- با کمی تغییر( tan ( x) cot (x)− − π− =1 12 4  مجموع جواب های معادله ی

                +3 17
4 )4                                3

2 )3                                  -2)2                                    1 )1          

برابر است با :               )آزاد-72( tan (x) tan ( x)− − π+ =1 1 3 2
 جواب معادله ی

x = ± 3
3

)4                       x = 3 )3                    x = 3
3

)2                  x = − 3
3 )1          

کدام است ؟                )گزینه ی دو - 78( sin (x) cos (x) sin x− − −+ = −1 1 1 2 1  مجموع جواب های معادله ی

2 )4                                   1 )3                                    0 )2                                  -1 )1          


A
B

C
 مثلث  ABC در دایره ی مقابل محاط شده است . از نقطه ی A بر ضلع BC عمود می کنیم                      

          و پای عمود را H می نامیم. اندازه ی BH کدام است ؟                                                    )متن کتاب(

cos cosα β2 )4               sin sinα β2 )3               cos sinα β2 )2                sin cosα β2 )1          
A

O
B C

H
2  در شکل مقابل نقطه ی o مرکز دایره ای به شعاع واحد است . اندازه ی HC کدام است؟ )متن کتاب(         

 sin α− 21 2 )4                       sin α22 )3                       cos α22 )2               sin cosα α2 )1          

               
xy مطابق شکل روبرو معادله ی مسیرتوپی که علی به آن ضربه می زند به صورت sin  35

xy )بر حسب درجه ( می باشد . فاصله ای که علی از اولین نقطه ی                          sin π= 5 30
         

          برخورد توپ با زمین دارد چند برابر بیشترین ارتفاع توپ از سطح زمین است ؟                         

8 )4                                  7 )3                                    6 )2                                   5 )1          A

O
B CH

  در شکل روبرو نقطه ی o مرکز دایره ای به شعاع واحد است . مساحت مثلث AHO کدام است ؟         

−sin                     متن کتاب با کمی تغییر α1 24  )4                 sin α1 24
)3                 sin− α1 22 )2                 sin α1 22 )1          
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AB

C

1



D3
2

54  در شکل روبرو مساحت مثلث BCD کدام است ؟ )متن کتاب(                                                                           
                                                                                                   

( sin )+ α3 1 22 )4  (sin cos )α − α3
4 )3     sin( )π − α3

2 4 )2       sin− α6 1 28 )1          

B

DCA

3
7

1

 در شکل روبرو مقدارCD کدام است ؟   )متن کتاب(                                                                                        
7
2

)4                                3
4

)3                                    1 )2                                 1
2

)1          

BD C

A

H

 در شکل مقابل مساحت مثلث  ABC  سه سانتی متر مربع می باشد .  )متن کتاب(                               
                                                           (BC , AC )= =2 6           اندازه ی ضلع DH چند است ؟

      3 3
2

)4                            3
3

)3                            3
2 )2                               3 )1          

B

A

h
C



 در شکل مقابل مساحت مثلث ABC کدام است ؟   دکتر سازگار ) سر گروه مازندران(                             

               h sin( )
sin( ) sin( )

α −β
α + β − α −β

2
)2                                    h sin( )

sin( ) cos( )
α + β

α + β − α −β

2h sin( )
sin( ) cos( )

α + β
α + β − α −β

2h sin( )
sin( ) cos( )

α + β
α + β − α −β

2
)1          

h sin( )
cos( ) sin( )

α + β
α + β − α −β

2 h sin( )
cos( ) sin( )

α + β
α + β − α −β

2h sin( )
cos( ) sin( )

α + β
α + β − α −β

2
) 4                                  h sin( )

cos( ) cos( )
α + β

α −β − α + β

2
)3          

6 3
O A B

               )o همزمان از پای یک برج )نقطه ی B و A مطابق شکل روبرو دوراننده با اتومبیل های 
          شروع به حرکت کردند و پس از گذشت 30 ثانیه اتومبیل B از اتومبیل A یک کیلومتر
          فاصله گرفت به طوری که در آن لحظه زاویه ی دید اتومبیل های A و B از نوک برج به

          ترتیب 60 و 30 درجه بود . سرعت متوسط اتومبیل B در 30 ثانیه ی اول چقدر بوده است ؟                دکتر ثنائی )سر گروه گلستان(

200 km
h )4                      180 km

h
)3                       150 km

h
)2                        120 km

h )1          

O
A

B
x

x

6                       100 km
h

km 120 و
h

 مطابق شکل روبرو دو اتومبیل A و B  در یک اتوبان به ترتیب با سرعت ثابت
           در حرکتند و در نقطه ی o به یکدیگر می رسند . و با همان سرعت قبلی از هم جدا شده و در 

′ox  به حرکت خود ادامه می دهند . پس از گذشت 3 دقیقه فاصه ی اتومبیل A از B چقدر است ؟ ox  و           جهات
                km42 )4                            km6 )3                      km31 )2                             km5 )1       

در حال پروازاز بالای فرودگاهی  km
h

600  مطابق شکل روبرو هواپیمایی با سرعت ثابت 
          می باشد . برج مراقبت فرودگاه که در ارتفاع 100 متری از سطح زمین قرار دارد در یک

3
6           لحظه هواپیما را با زاویه ی 30 درجه و در 6 ثانیه ی بعدی با زاویه ی 45 درجه مشاهده                  

          می کند . ارتفاع هواپیما از سطح زمین چقدر است ؟                      
+5 3 1

10  )4                        +3 1
5  )3                       +3 1

2  )2                             3
2

 )1  

 مطابق شکل روبرو دو پدافند ضد هوایی که در فاصله ی 10 کیلومتری از یکدیگر قرار دارند
          روی نقاط A و B  مستقر هستند . در هنگام ظهر این دو پدافند  ، یک هواپیمای شکای را

O          به ترتیب با زاویه های 45 و 60  درجه به طور همزمان مورد شلیک قرار می دهند . درصورتی 

A 1 Km

654

B AoB باشد ، ارتفاع هواپیما چقدر است ؟ )o سایه ی هواپیما برروی زمین می باشد .(     
∧

=          که�90

km10                 امیر حسین نصیری )تهران( )4                     km5 3 )3                     km5 2 )2                           km5  )1          
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A B

CD

2 2

2 2  6

1  32  در ذوذنقه ی مقابل زاویه ی B چند درجه است ؟    استاد عادل مهر پاک )همدان(                                      
105 )4                                120 )3                               135 )2                                150 )1          

 مطابق شکل روبرو چرخ و فلکی به قطر 20 متر در هردو دقیقه یک  دور در جهت مثبت می چرخد . 
t بازمین 17 متر فاصله داشته و  =            کابین خاصی از چرخ و فلک را در نظر بگیرید که در لحظه ی
          رو به بالا حرکت می کند . اگر پایین ترین نقطه ی چرخ و فلک ، 7  متر بالاتر از سطح زمین باشد ، 

x(t)

2

7
AH

      ) m (ثانیه ، کابین چه کمانی را بر حسب رادیان طی می کند و تابعی که ارتفاع کابین t پس از گذشت          

          نسبت به زمان )ثانیه( نشان می دهد کدام است ؟   )متن کتاب(

th(t) sin π= +10 1760

tπ
60

}=کمان )4     th(t) sin π= +10 176

tπ
}=کمان6 )3   

th(t) sin π= +20 1760

tπ
60

}=کمان )2    
th(t) sin π= +20 176

tπ
}=کمان6 )1          

x(t) کدام است ؟ x(t) نشان دهیم ، ضابطه ی  در تست قبل اگر در لحظه ی t فاصله ی سایه ی کابین روی زمین تا نقطه ی A رابا

(t)
tcosx π= −20 20 60

)4           (t)
tcosx π= −10 10 6 )3      (t)

tcosx π= −20 20 6
)2        (t)

tcosx π= −10 10 60
)1          
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                  همونطور که در قسمت آموزش گفتم 1 رادیان تقریباً 57 درجه هست . بنابراین :
6

45

3
2

sin( )1
Rad1

2
2 sin≤ ≤2 312 2

                                                                                                                               
  )2( : 1  

و f ( )π5
6

f هست . پس کافیه مقادیر ( ) f ( )π π+5 7
6 6

f و خواسته ی مسئله  (x) min cot t x π = < ≤ 
 3

1

                  داده ی مسئله

رو بدست بیارم و بعدش این دو مقدار رو با هم جمع کنم : f ( )π7
6

f ( ) min cost t ππ π = < ≤ 
 

5 5
6 63

1 داریم : با توجه به

با معلوم شدن محدوده ی t می تونم محدوده ی cos t و بعدش کمترین مقدار cos t رو بدست بیارم :

 3
2

t

 1
2


3

5
6

cost
min(cot) f ( )− −π= =3 35

2 6 2
                                                                                                          

f .بنابراین : ( ) min cost t ππ π = < ≤ 
 

7 7
6 63

1 داریم   با توجه به 

1
2

1
cost


3

7
6

min(cot) f ( )π= − = −71 16

                                                                                                                       
  

f ( ) f ( ) ( )−π π+ = − = − +35 7 31 16 6 2 : خواسته ی مسئله2

                                                                                                                      
 

)4( : 2  

cost

cost

 cot x
cot x a

>
− 2 0 )2  cosx > 0 cot اینه که : 1( xcosx

cot x a
=

− 2                     شرط لازم برای برقراری رابطه ی 

x

x

cosx باشه باید x در ربع اول یا چهارم قرار داشته باشه .  > 0 برای اینکه 

حالا باید ببینیم در بین ربع اول و چهارم ، xهای کدوم ربع ، درون رادیکال رو منفی می کنن تا اون ربع رو از گردونه خارج کنیم .

cot منفی بشه و رابطه رو به هم بریزه .  x
cot x a− 2 مثبته یا منفی . پس این امکان وجود داره که

مثبت
مثبت

(cot x a )− 2 cot اما نمی دونیم  x > بررسی ربع اول : در ربع اول 0

 ... cot x
cot x a

>
− 2 0 . در نتیجه  cot x a− <2 0

منفیمثبت
cot و x < 0 بررسی ربع چهارم : در ربع چهارم 

cot دوست هستن .   xcosx
cot x a

=
− 2 پس تمام x های ربع چهارم ، با رابطه ی 

)4( : 3 

: صورت مسئله x (cosx در ربع سوم قرار داره (  و −= 10
10 tan( x) ?π − =3

2

:cosx در قسمت آموزش فهمیدیم که tan( x) cot x sin x

−
π − = + = = =

−

10
3 110
2 33 10

10

sin x cos x ( ) sin x sin x− −= − = − = − = = ± =2 2 210 1 9 3 10 3 101 1 110 10 10 10 10
sin x cos x ( ) sin x sin x− −= − = − = − = = ± =2 2 210 1 9 3 10 3 101 1 110 10 10 10 10

x در ربع سومه

                                

                                         

)3( : 4  

cos cos cos cos cos cos cos cos cos cosπ π π π π π π π π π+ + + + = + + + + =3 5 7 9 11 3 11 5 9 7 014 14 14 14 14 14 14 14 14 14

0

1با توجه به 2با توجه به 3با توجه به

32

4
3

1
1
4
1

1

cos 3
14

1
4
1

1
cos cos 4

9
1 cos 4

5
1

4
5

14
9

1

cos 4
7

1

4
7

1

cos cosπ π= −11 3
14 14 cos cosπ π= −9 5

14 14 cos π =7 014

1

0 0

                           

)2( : 5 
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خواسته ی مسئله : sin x cos x ( ) ( )+ = + =2 5 2 51 0 1

داده ی مسئله cosx = 0

x

: sin x sin xsin x+ = =1 2 1                                                                               

)2( : 6  

)cos مورد سؤاله . ) α − β 
2 x هستن و مقدار  x+ − =2 1 0 β ریشه های معادله ی و α                      با توجه به مسئله :

خواسته ی مسئله [ ] ( ) [ ]: cos( ) cos( ) cos ( ) cos( ) − β − β = − α + β   α − α2 11 2
2با توجه به1با توجه به

ریشه ی معادله هست α

1

2
x x+ − =2 1 0

b
a
−α + β = = − α + β = −1 1

α + α − = α = − α2 21 0 1
x x+ − =2 1 0

b
a
−α + β = = − α + β = −1 1

α + α − = α = − α2 21 0 1
x x+ − =2 1 0

b
a
−α + β = = − α + β = −1 1

α + α − = α = − α2 21 0 1

                                            

Rad2 114
همونطور که می دونید یک رادیان تقریباً 57 درجه هست . پس : 

[ ]cos cos− < < = −1 2 0 2 12 1
2

Rad22
3

                                                                                                                                   

)3( : 7 

خلاصه ی مسئلهو                                                                                                               x در کدوم ربع قرار داره ؟               : sin x tan x+ > 0 sin xtan x ?cosx − <1 0
                            

: لطفاً روی شکلهای زیر کمی تفکر کنید : sin x tan x+ > 0 بررسی نامساوی 

sin(x)
tan(x)x

sin(x)

tan(x)

x

sin(x)

tan(x)

x
sin(x)

tan(x)x

                                        
 

sin x tan x :+ > 0 ( باعث میشن که 
3

1
اگه به شکل های بالا نگاه کنید می بینید فقط x های ربع اول و سوم )

: sin xtan xcosx − <1 0 بررسی نامساوی 
2

3
sin x sin x cos x cosxcosx cosx cosx cosx

−− < < < <
2 2 21 10 0 0 0

                                                                               

برای اینکه هر دو نامساوی برقرار باشه باید x در ربع سوم قرار بگیره .
   tan x sin x> sin بزرگتره . یعنی :  x tan از اندازه ی x    توجه : زاویه ی x در هر ربعی که باشه ، همیشه اندازه ی

)3( : 8  

1

خلاصه مسئله2 : sin x cos x tan x ?+ = =2 2 232 2

2 با توجه به
خواسته ی مسئله sin x cos x: tan x

cos x cos x

−−= = = =
2 22
2 2

1 111 2 2 11 1
2 2

sin x cos x: tan x
cos x cos x

−−= = = =
2 22
2 2

1 111 2 2 11 1
2 2

1 sin x cos x cos x cos x+ + = =2 2 2 23 1
2 2

             

)1( : 9 


1

خواسته ی مسئله :اتحاد چاق و لاغر sin x cos x (sin x cosx)(sin x sin xcosx cos x) (sin x cosx)( sincosx)+ + − + = + −3 3 2 2 1

: sin x cosx sin x cos x sin xcosx sin xcosx −+ = + + = =2 21 1 423 9 داده ی مسئله9
1

:به توان 22 sin x cosx sin x cos x sin xcosx sin xcosx −+ = + + = =2 21 1 423 9 9

( ) ( ) ( )( )− − = =  
1 4 1 13 1313 9 3 9 27

12با توجه به         و

: sin x cos x (sin x cosx)(sin x sin xcosx cos x) (sin x cosx)( sin xcosx)+ + − + = + −3 3 2 2 1

         

)1( : 10  

1

خواسته ی مسئله
1با توجه به

: sin x cos x sin xcos x ( )−+ = + + =6 6 2 2 1 21 3 1 3 5 5: sin x cos x sin xcos x ( )−+ = + + =6 6 2 2 1 21 3 1 3 5 5

داده ی مسئله : sin x cos x sin xcos x sin xcos x −+ = + = =4 4 2 2 2 23 3 11 25 5 5

                                                   

)3( : 11 
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: داده ی مسئله
sinتقسیم x cosx b− =

sin x cosx a+ =
sin x cosx b
sin x cosx a

− =+

sin x cosx b− =

sin x cosx a+ =
sin x cosx b
sin x cosx a

− =+
صورت ومخرج رو به cos x تفسیم می کنم تا tan x ایجاد بشه

رابطه ی ناقلا
sin x cosx

b tan x b tan x b b btan( x) tan(x )sin x
c

cosx a tan
osx

x a tan x a
co x

a
s

a

−
− − π π= = = − − = − =+ + +

1 1
1 1 4 4

sin x cosx
b tan x b tan x b b btan( x) tan(x )sin x

c
cosx a tan

osx
x a tan x a

co x
a

s
a

−
− − π π= = = − − = − =+ + +

1 1
1 1 4 4

sin x cosx
b tan x b tan x b b btan( x) tan(x )sin x

c
cosx a tan

osx
x a tan x a

co x
a

s
a

−
− − π π= = = − − = − =+ + +

1 1
1 1 4 4

−خواسته ی مسئله :

)1( : 12  

 tan cotα = α β متمم هم باشن اون موقع  و α اگه  A B C+ + = 180 می دونیم که
(B ) (C ) B C A+ + + = + = =30 30 90 30 150�

tan(B )tan(C ) tan(B ) tan(B ) cot(C )tan(C )+ + = + = + = ++
130 30 1 30 30 3030

A = 150      

)1( : 13 

 خواسته ی مسئله

sin x cos x sin x cos x cos x sin x cos x tan x tan x
sin x cos x cos x ( sin x) cos x

− + − + − −= = = − = =
+ − − −

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 54 4 4 2 1 4 22 1 2 1

sin x2 cos x2

sin x2 cos x2

)3( : 14  

(sin x cosx) sin x cos x sin xcosx ( ) sin x cosx−+ = + + + = + = ±2 2 2 1 1 22 1 2 4 2 2

داده ی مسئله 1: sin xcosx = −4 1

:: خواسته ی مسئله sin(x ) sin xcos cosxsin (sin x cosx) ( )π π π+ = + = + = ± = ±2 2 2 1
4 4 4 2 2 2 2

1با توجه به
(sin x cosx) sin x cos x sin xcosx ( ) sin x cosx−+ = + + + = + = ±2 2 2 1 1 22 1 2 4 2 2                        

)3( : 15 

خواسته ی مسئله : tan tan tan tan ?+ − =50 85 50 85

tan tan tan tan: tan( ) tan tan tan tan tan tan tan tantan tan tan tan
+ ++ = − = + = − + + − =− −

50 85 50 8550 85 1 50 85 1 50 85 50 85 50 85 11 50 85 1 50 85

: می دونیم tan tan tan tan: tan( ) tan tan tan tan tan tan tan tantan tan tan tan
+ ++ = − = + = − + + − =− −

50 85 50 8550 85 1 50 85 1 50 85 50 85 50 85 11 50 85 1 50 85
135�

                                                                 

)2( : 16  

) مرتب می کنم تا به داده ی مسئله نزدیک بشم )α + 20 ) رو بر حسب )− α25 زاویه ی

: خواسته 

داده : tan( )α + = 320 4

( )
tan( )cot( ) tan( ) tan( )tan( )tan ( )

tan( )

++ α +− α = = = = = =− α − α +− α +− α +   − + α + 

311 201 1 1 425 725 1 20 31 2045 20 1 41 20

                

)3( : 17 


1







: داده ها) y وx زاویای حاده هستن (   و
tan x = −2 1

tan y = +2 1
خواسته : y x ?− =

(tan y tan xtan(y x) tan y tan x
−− = =+

2
1

) (− −1 2 ) tan(y x) y x
( )( )

− π− = − =
+ + −

1 1 41 2 1 2 1
(tan y tan xtan(y x) tan y tan x

−− = =+
2

1
) (− −1 2 ) tan(y x) y x

( )( )
− π− = − =

+ + −
1 1 41 2 1 2 1

(tan y tan xtan(y x) tan y tan x
−− = =+

2
1

) (− −1 2 ) tan(y x) y x
( )( )

− π− = − =
+ + −

1 1 41 2 1 2 1
(tan y tan xtan(y x) tan y tan x

−− = =+
2

1
) (− −1 2 ) tan(y x) y x

( )( )
− π− = − =

+ + −
1 1 41 2 1 2 1

چون x و y حاده هستن پس تفاضلشون هم حاده هست

( )+2 1

                                                    

)3( : 18  

          

ایجاد بشه

: α + β = 135 tan( )α − β = 3
4

داده ها و
1 2

خواسته
tan tanα β2 2 تقسیم می کنم تا  cos cosα β2 2 )صورت ومخرج رو به tan tan )( tan tan )cos cos sin sin tan tan: (tan tan )(tan tan ) tan( ) tan( )sin cos cos sin tan tan tan( ) ( )

− α β + α βα β − α β − α β −= = × × =α + β α − β α + β α − βα β − α β α − β

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 11 1 1 1 1 4

3 3135
4

�
( tan tan )( tan tan )cos cos sin sin tan tan: (tan tan )(tan tan ) tan( ) tan( )sin cos cos sin tan tan tan( ) ( )

− α β + α βα β − α β − α β −= = × × =α + β α − β α + β α − βα β − α β α − β

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 11 1 1 1 1 4

3 3135
4

�

)12با توجه به         و tan tan )( tan tan )cos cos sin sin tan tan: (tan tan )(tan tan ) tan( ) tan( )sin cos cos sin tan tan tan( ) ( )

− α β + α βα β − α β − α β −= = × × =α + β α − β α + β α − βα β − α β α − β

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 11 1 1 1 1 4

3 3135
4

�


-1
tan( ) ( )

−× =1 1 4
3 3135
4



                         

)4( : 19 
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tan( )+27 18

45

خواسته ی مسئله : ( tan ) ( tan ) tan tan tan tan+ + = + + + = + =1 18 1 27 1 27 18 27 18 1 1 2

tan tan tan tan: ( tan ) tan tan tan tan tan tan tan tantan tan tan tan
+ ++ = = + = − + + =− −

27 18 27 181 18 1 27 18 1 27 18 27 8 27 18 11 27 18 1 27 18
tan tan tan tan: ( tan ) tan tan tan tan tan tan tan tantan tan tan tan

+ ++ = = + = − + + =− −
27 18 27 181 18 1 27 18 1 27 18 27 8 27 18 11 27 18 1 27 18tan tan tan tan: ( tan ) tan tan tan tan tan tan tan tantan tan tan tan

+ ++ = = + = − + + =− −
27 18 27 181 18 1 27 18 1 27 18 27 8 27 18 11 27 18 1 27 18

tan tan tan tan: ( tan ) tan tan tan tan tan tan tan tantan tan tan tan
+ ++ = = + = − + + =− −

27 18 27 181 18 1 27 18 1 27 18 27 8 27 18 11 27 18 1 27 18
tan18

)4( : 20  

) رو توضیح دادم k ) π + ± α  
2 1 2

k) و )π ± α در قسمت آموزش ، چگونگی محاسبه ی نسبتهای مثلثاتی

sin( )sin( ) sin( )cos( ) (cos )( sin ) (sin )(cos ) sin cos sinπ + α π + α − π − α −α = α − α − α α = − α α = − α2 22

                                

)1( : 21 

خواسته ی مسئله

( sin x)( sin x: − +1 2 1 2 )

( sin x− −1 2
(cosx sin x)(cosx sin x

)
− +− 2 )

(cosx sin x+
cosx sin x cosx sin x cosx

)
= = − − − + + = −2 1 2 2 2 2 1

( sin x)( sin x: − +1 2 1 2 )

( sin x− −1 2
(cosx sin x)(cosx sin x

)
− +− 2 )

(cosx sin x+
cosx sin x cosx sin x cosx

)
= = − − − + + = −2 1 2 2 2 2 1

( sin x)( sin x: − +1 2 1 2 )

( sin x− −1 2
(cosx sin x)(cosx sin x

)
− +− 2 )

(cosx sin x+
cosx sin x cosx sin x cosx

)
= = − − − + + = −2 1 2 2 2 2 1( sin x)( sin x: − +1 2 1 2 )

( sin x− −1 2
(cosx sin x)(cosx sin x

)
− +− 2 )

(cosx sin x+
cosx sin x cosx sin x cosx

)
= = − − − + + = −2 1 2 2 2 2 1

(cos x sin x)cos x cos x sin x: cosx cosxsin x cosx sin x cosxsin x sin x
−−− + = − ++ +− −

2 22 22 2 2 1 22 2
2 1 2 1

+

)1( : 22  

: خواسته ی مسئله sintan ( cos ) (cos+ = 2020 1 40 120 cos+ −22 20 1 ) sin cos sin= =2 20 20 40
                                                           

)2( : 23 

                
خواسته ی مسئله ( ): cos ( x) cos x( tan x) cos ( x) tan x cos ( x) cos ( x) cos( x) s

an
x

x
in

t
 
 

+ 
π π π π π− − + = − − + = − − = − = − = −2 2 2 2 2 2

2
7 7 7 7 72 1 2 1 2 1 2 2 24 4

1
1 4 4 4

cos cosα − = α22 1 2 2cos cosα − = α22 1 2 2

cos ( x) cos ( x) cos( x) sin xπ π π− − = − = − = −2 7 7 72 1 2 2 24 4 4


ربع سوم

)3( : 24  

رو قرار بدم ، به زاویه ای می رسم که نمی شه باهاش عبارت رو  π
8

زاویه ی α به جای
tan( )

tan ( )

π + α

π− + α2

2 4
1 4

                  اگه در عبارت 

 میشه و عبارت قابل محاسبه خواهد شد :
1
πα =2 4

مرتب کنم . چون  α2 محاسبه کرد . پس بهتره عبارت رو برحسب

tan tan
tan

θ = θ
− θ2
2 2

1
ربع دوم

)1tanبا توجه به )
tan ( ) tan( ) cot cot

tan ( )

π + α π π π= + α = + α = α =π− + α2

2 4 2 2 2 14 2 41 4

tan( )
tan ( ) tan( ) cot cot

tan ( )

π + α π π π= + α = + α = α =π− + α2

2 4 2 2 2 14 2 41 4 

                                                                                     

)2( : 25 

cos( x x) cosxsin x cos xcosx sin xsin x cos x cos x cosxcos x tan xsin x cos x cosx cosx cosx cosx
sin x

cosx
−+ −+ = + = = = = =

344 4 4 3 4 34 4 4 ( cos x )
cosx

−24 3 cos x= −24 3

cos( x x) cosxsin x cos xcosx sin xsin x cos x cos x cosxcos x tan xsin x cos x cosx cosx cosx cosx
sin x

cosx
−+ −+ = + = = = = =

344 4 4 3 4 34 4 4 ( cos x )
cosx

−24 3 cos x= −24 3
αروابط ± β α3روابطα ± β α3

                                                           

)4( : 26  

خواسته cos cos: cot sin sin si s

cos

n in
α α +α + = + = =

α −

α α α α

2
1 1 1 2 12 +1 cos

c
sin os

t
inc

o
s

α
α= =α α α

2

22 2 2
2

هست α
2

رو نصف می کنم ، چون در گزینه ها زوایا بر حسب  α sin زاویه ی  sin cosα αα = 2 2 2 cos و cos αα = −22 12 به کمک روابط
      

)4( : 27 

                                            
sin cos cos sin cos sin sin( ) sincos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin si

sin
i ns n

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 140 40 80 80 80 60 180 20 2020 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 2
0

2 0
2

0 8
sin cos cos sin cos sin sin( ) sincos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin si

sin
i ns n

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 140 40 80 80 80 60 180 20 2020 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 2
0

2 0
2

0 8
sin cos cos sin cos sin sin( ) sincos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin si

sin
i ns n

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 140 40 80 80 80 60 180 20 2020 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 2
0

2 0
2

0 8
sin cos cos sin cos sin sin( ) sincos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin si

sin
i ns n

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 140 40 80 80 80 60 180 20 2020 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 2
0

2 0
2

0 8
خواسته 

    

ربع دوم
    

sin cos cos sin cos sin sin( ) sinsin cos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin sin sin

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 10 40 80 80 80 60 180 20 2020 20 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 20 20 8
sin cos cos sin cos sin sin( ) sinsin cos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin sin sin

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 10 40 80 80 80 60 180 20 2020 20 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 20 20 8
sin cos cos sin cos sin sin( ) sinsin cos cos cos: cos cos cos sin sin sin sin sin sin

× × × × − ×
= = = = = = =

1 1 1 1 1 1 1 10 40 80 80 80 60 180 20 2020 20 0 80 12 2 2 2 2 2 8 820 40 80 20 20 20 20 20 20 8

         

160

cos40 80
)3( : 28  
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داده1 : a b π+ = 4 خواسته : cosacosbcos( a)cos( b) ?π π− − =8 2 2                                                                                             
هستن ، بهتره که خواسته ی مسئله رو بر حسب 2a یا 4a مرتب کنیم : a4 یا a2 از اونجایی که در گزینه ها ، زوایا بر حسب


sin a2 sin b2sin a2 sin b2

خاصیت زاویه متمم

: cosacosbcos( a)cos( b) cosacosbsinasinb sinacosa sinacosb sin asin ( a) sin asin( a) sin acos a sin aπ π π π − − = = × × − = − =  
8 8 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 42 2 4 2

1با توجه به

خاصیت زوایای متمم
خواسته : cosacosbcos( a)cos( b) cosacosbsinasinb sinacosa sinbcosbπ π− − = = × ×8 8 2 22 2

                                                      

)1( : 29 

f  رو بدست بیارم . به همین منظور اول تابع f رو تا  (x) (sin x cos x) (cosx sin x)= − + −2 22 2                   می خوام بیشترین مقدار تابع
حد امکان ساده می کنم و بعدش می رم سراغ برد f تا بیشترین مقدار f مشخص بشه :

                             

f (x) sin x cos x sin x cos x (sin xcos x cosxsin x) f (x) sin x= + + + − + = −2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 3

f (x) sin x cos x sin xcos x cos x sin x cosxsin x= + − + + −2 2 2 22 2 2 2 2 2

[ ] [ ] [ ] ( )sin x , sin x , sin x , Max f (x)∈ − − ∈ − + − ∈ =3 1 1 2 3 2 2 2 2 3 0 4 4


f (x)


sin(x x)+ 21 1

                                                                

: f  ساده شده ، بهتره برم سراغ برد f  حالا که تابع

)4( : 30  

                                     

tan x: tan( x) cot x tan x tan xtan x
tan x

−−π − − −+ = − = − = = = = =
  × 

− 

2

2

9 711 1 1 716 162 22 2 2 3 3 242 2 4 ربع دوم21

خواسته


121ایجاد یک مثلث قائم الزاویه با رابطه ی        و   

2

sin x = 3
5

x π< <0 2






x

k5

k4

k3 tan x = 3
: داده ها4

                                      

)3( : 31 

cos c tanc− =1 2 1 (− 1 sinc sincsin c) sin c sinc sin c.cosc sin c c ccosc cosc cosc− = = = = = = =2 2 212 2 2 2 1 2 1 2 90 45cos c tanc− =1 2 1 (− 1 sincsin c) sin c.cosc sin c c ccosc− = = = = =2 22 2 1 2 1 2 90 : خواسته45

cos c tanc− =1 2 1 (− 1 sincsin c) sin c.cosc sin c c ccosc− = = = = =2 22 2 1 2 1 2 90 45

داده  : cos c tanc− =1 2 خواسته : c ?=

                                                

)3( : 32  

b
(a b)c cosc c a b c a batan tan tancosc b a b

(a b
(

)
(aa b) (a b)

a
b)

− −− − −= = = = =+
+
++ + ++

2 22 2 2
2

11
2 1 2 21

خواسته c: tan : داده2=? ac

bA C

B

روابط طلایی

: می دونیم

1cبا توجه به         : ctan
(a b)

=
+ 22

c ctan
(a b)

=
+

22
22

bˆcosc a=

فیثاغورث
1با توجه به c ctan

(a b)
=

+ 22
c ctan

(a b)
=

+

22
22

bˆcosc a=
c ctan a b= +2                                    

)2( : 33 

خواسته ی مسئله : sin x cosx (sin x cosx) cosx sin x cosx cosx sin x cosx+ + = + + = + + = − −21 2 cosx+ sin x= −

sin x cosx+ < 0: xπ < < π3
4

sinx  

cosx  

x


3
4

داده ی مسئله

                 

)3( : 34  
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خواسته
sina

(sina cosa)sin a tana sina cosa sina cosa cosa sinacosa: tan ( a)sin a tana sina cosa sina sina cosa cosa sina(sina cosa)
cosa

 +−  − π + − − +       × + = × = × = × =        + − + + −       +  − 

2 22
2

2

11 2 1 11 2 4 1 1
sina

(sina cosa)sin a tana sina cosa sina cosa cosa sinacosa: tan ( a)sin a tana sina cosa sina sina cosa cosa sina(sina cosa)
cosa

 +−  − π + − − +       × + = × = × = × =        + − + + −       +  − 

2 22
2

2

11 2 1 11 2 4 1 1

sina
(sina cosa)sin a tana sina cosa sina cosa cosa sinacosa: tan ( a)sin a tana sina cosa sina sina cosa cosa sina(sina cosa)

cosa

 +−  − π + − − +       × + = × = × = × =        + − + + −       +  − 

2 22
2

2

11 2 1 11 2 4 1 1
sina

(sina cosa)sin a tana sina cosa sina cosa cosa sinacosa: tan ( a)sin a tana sina cosa sina sina cosa cosa sina(sina cosa)
cosa

 +−  − π + − − +       × + = × = × = × =        + − + + −       +  − 

2 22
2

2

11 2 1 11 2 4 1 1

sina
(sina cosa)sin a tana sina cosa sina cosa cosa sinacosa: tan ( a)sin a tana sina cosa sina sina cosa cosa sina(sina cosa)

cosa

 +−  − π + − − +       × + = × = × = × =        + − + + −       +  − 

2 22
2

2

11 2 1 11 2 4 1 1

)4( : 35 

                               

1با توجه به
خواسته  : tan x cot x sin x ( )

+ = =2 2 32
2 9 9

16

: tan x cot x sin x ( )
+ = =2 2 32

2 9 9
16

: sin x cosx sin x cos x sin xcosx sin x+ = + + = =2 25 25 92 24 16 16
به توان 2 داده1 : sin x cosx sin x cos x sin xcosx sin x+ = + + = =2 25 25 92 24 16 16 

sin x21

                                                      

)2( : 36  

1با توجه به ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 
  − 
  −  = = = =

    − − ×
   −   
      

2

2

3 3

2 24 5 17 172 345 2 4 4
5 5 5 25 5 13 653 32 2 2 4 2 42 234 4

5 5

داده 1 : sin x = 42 5 











خواسته
( ) ( )(tan x cot x) tan xcot xtan x cot x sin x:

tan x cot x (tan x cot x) (tan x.cot x)(tan x cot x) ( ) ( )( )sin x sin x

−+ −+ = =
+ + − + −

222 2

3 3 3 3

2 2 12 2
2 23 3 12 2

a b S+ =

a.b P=

a b S P+ = −2 2 2 2

a b S P+ = −3 3 3 3

a b S+ =

a.b P=

a b S P+ = −2 2 2 2

a b S P+ = −3 3 3 3a b S PS+ = −3 3 3 3

                              

)1( : 37 

tan x cot x cot x cot x tan x −− = − = = − = 16 2 2 6 2 3 2 3

:خواسته tan x cot x− = 6 : tan x داده2=? : tan x cot x− = 6 : tan x ?=2

                                                                               

)2( : 38  

خواسته cos: cot ?cos
− α+ α − =+ α

2 11 : داده1 αدر ربع اول است

+

+

cos( cos ) ( cos )cos coscot cos sin ( cos )( cos ) sin sinsin sin sinsin
− α+ α − α− α − α+ α − = − = − = − = − =+ α α + α − α α αα α αα

2 2
2

2
11 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1

−1 cos cotsin
+ α = αα

αباتوجه به اینکه    در ربع اوله






cos− α21

( cos ) ( cos )coscot cos ( cos )( cos ) sinsin sin
− α − α− α+ α − = − = −+ α + α − α αα α

2 2
2

2 2
1 11 1 11 1 1 1

)4( : 39 

هست ، پس در این معادله صدق می کنه . اما به دلیل اینکه  sin x sin x K− =33 4 x ریشه ی معادله ی  π= 18                از اونجایی که
، زاویه ی x رو به 3x تبدیل کنم تا : α3 sin رو محاسبه کنم بهتره که به کمک روابط π

18
نمی تونم در این معادله ، 

 
sin x sin x K sin x K sin ( ) K sin K Kπ π= = = = = =3 13 4 3 3 18 6 2

x π= 18
در معادله صدق می کنه

sinساده کردن معادله x sin x K sin x K sin ( ) K sin K Kπ π= = = = = =3 13 4 3 3 18 6 2sin x sin x K− =33 4
                     

)3( : 40  

دقت کنید یک تصاعد هندسی نامحدوده. پس به کمک 
سمت چپ معادله

sin x sin x cosxsin x ...+ + + =2 2 2 2                         اگه به سمت چپ معادله ی

سمت چپ معادله رو ساده تر کنم :  رابطه ی حد مجموع ، می تونم 
sin x sin x cosxsin x ...+ + + =2 2 2 : سمت چپ معادله2

حد مجموع a
q= −
1

11

sin x
cosx= −

2
1

cosx×cosx×
                                                                                                           

  )3( :41   
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sin در می آد که خیلی ساده قابل حله : x
cosx =−

2 21 حالا معادله به صورت 

خواسته ی مسئله

xبا توجه به گزینه ها ، باید زاویه ی        ایجاد کنیم
22 sin x

cosx =− 21 sin x cosx sin x= − =1 1 (− 1 x xsin ) sin x sin− =2 22 22 2
2 sin x

cosx =− 21 sin x cosx sin x= − =1 1 (− 1 x xsin ) sin x sin− =2 22 22 2                      

cos رو بدست بیارم ، قبل از هر حرکتی باید  x sin x+2 3 2 sin ،حاصل عبارت  x cosx a+ =3                   برای اینکه از رابطه ی 
زاویه ی x رو به 2x تبدیل کنم تا به خواسته ی مسئله نزدیک بشم :    

sinبه توان 2      x cosx a sin x cos x sin xcosx a+ = + + =2 2 23 3 2 3sin x cosx a sin x cos x sin xcosx a+ = + + =2 2 23 3 2 3
دارم به خواسته ی مسئله

sin نزدیک میشم x cos x cos x sin x a cos x sin x a cos x sin x a+ + + = + + + = + = −2 2 2 2 2 22 3 2 1 2 1 3 2 2 3 2 2sin x cos x cos x sin x a cos x sin x a cos x sin x a+ + + = + + + = + = −2 2 2 2 2 22 3 2 1 2 1 3 2 2 3 2 2
 

( cos x )− +22 1 11

           

)1( : 42  

داده : sin x(cosx sin x)− = −1 خواسته : cos( x ) ?π− =2 4                                                                                              
sin x(cosx sin x) sin xcosx sin x− = − − = −21 1 اگه طرفین معادله رو در 2 ضرب کنم ، می تونم معادله رو

بر حسب زاویه ی 2x مرتب کنم و به خواسته ی مسئله نزدیک بشم .

sin xcosx sin x sin xcosx sin x sin x cos x cos( x ) cos( x )π π −− = − + − = − + = − − = − − =2 2 22 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 24 4 2
sin x2 cos x2

 

sinبه کمک رابطه ی معرکه xcosx sin x sin xcosx sin x sin x cos x cos( x ) cos( x )π π −− = − + − = − + = − − = − − =2 2 22 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 24 4 2sin xcosx sin x sin xcosx sin x sin x cos x cos( x ) cos( x )π π −− = − + − = − + = − − = − − =2 2 22 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 24 4 2                                           

)1( : 43 

( x A sin x cos x)π π≤ ≤ = +5 7 2 24 4
: داده ها و : خواسته ) A محدوده ی(

                 
1A sin x cos x A sin( x )π= + = +2 2 2 2 4                                                                                                                                

حالا با داشتن محدوده ی x میتونم محدوده ی A رو بدست بیارم :                                                                               
   

x [ , ] x [ , ] x [ , ]π π π π π π π∈ ∈ +5 7 5 7 11 152 24 4 2 2 4 4 4

sin( x, ) [ , ] sin( x ) [ , ] A [ , ]π π∈ − + ∈ − ∈ −22 1 2 2 2 1 2 14 2 4
sin( x ) , sin( x ) , A ,

 π π    + ∈ − + ∈ − ∈ −      
22 1 2 2 2 1 2 14 2 4

A 

2
2

1

5
4

1

1
4

1                                               

)3( : 44  

باید اونها رو تا حد امکان تجزیه کنم : ( cos x )−22 1 ) و sin x)+1 2                   برای پیدا کردن ک.م.م عبارت های 
                                            
                                           

1sin x (sin x cos x) ( sin(x )) sin (x )π π+ = + = + = +2 2 21 2 2 24 4
2cos x cos x (cos x sin x) (sin x cos x) ( sin(x )) sin (x )π π− = = − = − = − = −2 2 2 2 22 1 2 2 24 4

: [ sin x, cos ] sin (x ) sin (x )π π+ − = + −2 2 21 2 2 1 2 4 4
12با توجه به      و : [ sin x, cos ] sin (x ) sin (x )π π+ − = + −2 2 21 2 2 1 2 4 4: [ sin x, cos ] sin (x ) sin (x )π π+ − = + −2 2 21 2 2 1 2 4 4

sin در ک.م.م وجود دارن .  (x ), sin (x ), sin(x ), sin(x )π π π π− + − +2 22 2 2 24 4 4 4
همونطور که می بینید ، هر چهار عبارت 

 

)4( : 45 

cos coscos cos cos cos cos
sin sin sin

× −− −= = =

32 20 103 20 10 2 30 20 102
40 40 40

cos( ) cos( ) cos cos sin
son sin sin

+ + − − = = =20 30 30 20 10 50 40 140 40 40

متمم

 ضرب به جمع

cos( ) cos( ) cos cos sin
sin sin sin

+ + − − = = =20 30 30 20 10 50 40 140 40 40
cos( ) cos( ) cos cos sin

sin sin sin
+ + − − = = =20 30 30 20 10 50 40 140 40 40

cos( ) cos( ) cos cos sin
sin sin sin

+ + − − = = =20 30 30 20 10 50 40 140 40 40
cos( )+30 20

                                                                            

)3( : 46  

sin(x x) sin(x x)sin xcos x cos x a cos x a
sin x sin x

+ + −= + = +3 32 3 2 2 2 22 2
sin(x x) sin(x x)sin xcos x cos x a cos x a

sin x sin x
+ + −= + = +3 32 3 2 2 2 22 2

sin x sin x sin xcos x sin xcos x a cos x a
sin s sin x
− −= + = +4 2 2 2 2 22 2 2 22 2

: داده

sin x( cos x ) co x a co x co x a a
sin x

− = + − = + = −2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 12

خواسته ی مسئله

ضرب به جمع

                                               

)2( : 47 
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ضرب به جمع

60 20
cos cos cos ( cos cos ) cos (cos( ) cos( )) cos+ = + = + + − +2 2 21 120 40 80 2 40 20 80 40 20 40 20 802 2

ضرب به جمع
 

روابط متمم
( cos ) cos cos cos ( sin ) sin= + + = + + = + − +2 2 2 21 1 1 1 1 120 80 20 80 1 2 10 102 2 4 2 4 2

sin sin+ − + =2 21 1 310 104 2 4
sin sin+ − + =2 21 1 310 104 2 4                                    

)4( : 48  

ضرب به جمع

( cos cos ) (cos cos )cos coscos
cos cos cos cos

− + −−− = = =2 2 40 20 1 2 60 20 11 4 40 20 14 40 20 20 20 20

( cos ) cos
cos cos

+ − + −= = =

12 20 1 1 2 20 12 220 20                                                   

)4( : 49 

cos قرار بدم نمی تونم مقدار عبارت رو بدست بیارم مگه  x cos x sin x sin x
sin x sin x cos x cos x

+ ++
+ +

5 5
5 5

x رو درون عبارت π= 36
                  اگه

اینکه زوایای 5x , x رو تغییر بدم . به همین منظور از تبدیل جمع به ضرب استفاده می کنم تا به زاویه ی دلخواه خودم برسم :

                                                   
                                                   

cos x sin x cot g x tg x
sin x cos x sin x

= + = + =3 3 23 33 3 6
tan cot

sin
α + α =

α
2
2

x x x x x x x xcos( )cos( ) sin( )cos( )cos x cos x sin x sin x
sin x sin x cos x cos x x x x x x x x xsin( )sin( ) cos( )cos( )

+ − + −
+ ++ = +
+ + + − + −

5 5 5 52 25 5 2 2 2 2
5 5 5 5 5 52 22 2 2 2

cos x cos x sin x sin x
sin x sin x cos x cos x

+ ++
+ +

5 5
5 5

x رو درون عبارت ساده شده قرار بدم :  π= 36
حالا که زاویه ها تغییر کرد ، می تونم 

sin x x sin ( )
= = =π π=

2 2 2 46 1
36 6 2

                                                                                                                                                    

)1( : 50  

sin رو به دلیل یکی نبودن زاویه هاش ، نمی شه به راحتی ساده کرد  x sin x sin x− +3 2 4 5                   همونطور که می بینید عبارت
می رسم که با زاویه ی  x x x+ =5 3 42

sin رو در کنار هم قرار بدم و از تبدیل جمع به ضرب استفاده کنم به زاویه ی  x,sin x3 5 . اگه من 
( یکی میشه و این باعث میشه که قفل عبارت شکسته بشه :  sin x−2 4 جمله ی وسط )یعنی



x رو می بینید
2

اگه به گزینه ها نگاه کنید زاویه ی

x x xsin x(cos x ) sin x( sin ) sin x( sin ) sin xs n( ) i= − = − − = − = −2 2 22 4 1 2 4 1 2 1 2 4 2 4 42 2 2

x x x xsin x sin x sin x sin( )cos( ) sin x sin cos x sx xin+ −+ − = − = −5 3 5 35 3 2 4 2 2 4 2422 42
                                                     

)4( : 51 

جمع به ضرب a a a asin( )cos( ) cosa cosa(sin a )sin a sina cosa sin acosa cosa cosa
sin a sin a sin a(sina cosa)

+ − + ++ + += = = =
+ + ++ 2

3 32 2 2 2 13 2 2 2 22 2 21 2 1 2 1 2

بچه ها ! در حل این مسئله دیدید که تبدیل جمع به ضرب باعث شد تا در صورت کسر ، عامل های مشترک ایجاد بشه و عبارت کسری ساده بشه . 

)2( : 52  

                              

sin x(sin x sin x sin x) sin x( cos x )son x sin xsin x sin xsin x sin xtan x tan x tan x.tan x
cos x(cos x cos x cos x) cos x cos x( cos x )c

sin xcos x
cos xcos x cos xcos x cos x oscos xx

+ + ++ + += = × = × =
+ + + ++ +

2
2

5 3 3 2 2 15 3 3 35 3 3
2 3 2
2 3 2 3 2 2 15 3

جمع به ضرب





جمع به ضرب

sin x(sin x sin x sin x) sin x( cos x )sin x sin xsin x sin xsin x sin xcos x sin xtan x tan x tan x.tan x
cos x(cos x cos x cos x) cos xcos x cos x cos x( cos x )cos x cos xcos x cos xcos x

+ + ++ + += = × = × =
+ + + ++ +

2
2

5 3 3 2 2 15 3 2 3 2 3 35 3 2 3 2 3 3 2 2 15 3
sin x(sin x sin x sin x) sin x( cos x )sin x sin xsin x sin xsin x sin xcos x sin xtan x tan x tan x.tan x
cos x(cos x cos x cos x) cos xcos x cos x cos x( cos x )cos x cos xcos x cos xcos x

+ + ++ + += = × = × =
+ + + ++ +

2
2

5 3 3 2 2 15 3 2 3 2 3 35 3 2 3 2 3 3 2 2 15 3
sin x(sin x sin x sin x) sin x( cos x )sin x sin xsin x sin xsin x sin xcos x sin xtan x tan x tan x.tan x
cos x(cos x cos x cos x) cos xcos x cos x cos x( cos x )cos x cos xcos x cos xcos x

+ + ++ + += = × = × =
+ + + ++ +

2
2

5 3 3 2 2 15 3 2 3 2 3 35 3 2 3 2 3 3 2 2 15 3

sin x(sin x sin x sin x) sin x( cos x )sin x sin xsin x sin xsin x sin xcos x sin xtan x tan x tan x.tan x
cos x(cos x cos x cos x) cos xcos x cos x cos x( cos x )cos x cos xcos x cos xcos x

+ + ++ + += = × = × =
+ + + ++ +

2
2

5 3 3 2 2 15 3 2 3 2 3 35 3 2 3 2 3 3 2 2 15 3
sin xcos x
cos xcos x

2 3 2
2 3 2

sin xcos x
cos xcos x

2 3 2
2 3 2

در حل این مسئله هم مثل سؤال قبل ، تبدیل جمع به ضرب باعث ایجاد عامل های مشترک در صورت و مخرج شد و باعث شد ، کسر ساده بشه.

)2( : 53 

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



آموزش تکمیلی فصل )9( در قالب تستتفاوت ما در تفکر ماست286

( )cos sin cos cos ( cos cos ) ( cos ) ( cos ) (cos cos )− = − = − = − = − =− −2 2 2 2 2 2 2 21 1 1110 70 70 20 2 70 2 20 12 70 2 20 140 402 2 21

مکمل
متمم

sin( )sin( ) sin sin sin cos+ − − = − = − = −  
1 140 40 140 402 90 50 50 402 2 2

cos ( )2 20 cos ( )2 70cos ( )2 20 cos ( )2 70
 تبدیل جمع به ضرب

متمم

                

)3( : 54  

( cos ) (cos cos )cos
cos cos cos cos

+ +++ = = = =
12 20 2 60 201 1 2 20 2220 20 20 20

cos cos
cos cos coscos cos

+ −    = =

60 20 60 202 2 2 2 4 40 20 4 4020 20
تبدیل جمع به ضرب            

)2( : 55 

sin sin( )
sin

− − =
22 30 20

10

× 1
2 sin sin
sin

×
=

20 2 10
10

cos
sin

10
10

cos= 2 10

sin( )sin( )sin( ) cos( )sin cos cos cos
sin sin sin sin

+ −−+ + ++ −= = = =
10 50 10 50290 10 180 50100 230 10 50 2 2

10 10 10 10

                                          

)2( : 56  

sin(a b)
tana tanb
cota cotb

+
+ =+

cosacosb
sin(a b)+

sinasinb tana.tanbcosacosb
sinasinb

= =

sin(a b)sina sinb sinacosb cosasinbtana tanb cosa cosb cosacosb cosacosb
+++ = + = =

sinb cosa cosb sina sin(b a)cosa cosbcota cotb sina sinb sina sinb sina sinb
+ ++ = + = =

                                                                             

)2( : 57 

cosx cos x3 sin(x x)
cosx

+× 3
cos x3

sin x sin xcos x= = = × × =3 4 244 2 2 2 2 5 5 25

cosxcosخواسته ی مسئله : x(tan x tan x)+3 3 xوداده ها ی مسئله : π< <0 4 sin x = 32 5
12

1با توجه به 2 با توجه به
cos x sin x cos x ( ) cos x cos x cos x= − = − = = ± =2 2 2 2 23 16 4 42 1 2 2 1 2 2 25 25 5 5cos x sin x cos x ( ) cos x cos x cos x= − = − = = ± =2 2 2 2 23 16 4 42 1 2 2 1 2 2 25 25 5 5

cos x sin x cos x ( ) cos x cos x cos x= − = − = = ± =2 2 2 2 23 16 4 42 1 2 2 1 2 2 25 25 5 5x π< <0 2 2         

)3( : 58  

تبدیل جمع به ضرب

)sinمتمم ) sin coscos sincos (tan tan ) cos cos cos cos cos
++ = × =70 10 40 1050 8050 70 10 50 70 10 70 10 sin cos20 10

sin= 2 20 cos
sin

20
20

cos= 2 20sin( ) sin coscos sincos (tan tan ) cos cos cos cos cos
++ = × =70 10 40 1050 8050 70 10 50 70 10 70 10 sin cos20 10

sin= 2 20 cos
sin

20
20

cos= 2 20

                               

)4( : 59  

تبدیل جمع به ضرب

sin( ) sin(tan cot )sin (tan tan )sin sincos cos
++ = + = × =20 50 7020 40 50 20 50 50 5020 50

sin
cos

50
20

tan
cos

= 50
50

sin( ) sin(tan cot )sin (tan tan )sin sincos cos
++ = + = × =20 50 7020 40 50 20 50 50 5020 50

sin
cos

50
20

tan
cos

= 50
50

متمم

                                          

)2( : 60  

, π 
  

50 2
 در بازه ی 

1
sin x cosx=22 3                    خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی 

                                                                     

( cos x) cosx cos x cosx cosx − ±− = + − = =2 2 3 52 1 3 2 3 2 0 4
∆ = +9 161 ( cos x) cosx cos x cosx cosx − ±− = + − = =2 2 3 52 1 3 2 3 2 0 4

cosx معادله سه جواب داره = 1
2

cosx = −2

π5
2

1در مسیر 0 تا
2

x

x

5
2

) غ ق ق (
cosx = 1

2
cosx = −2

π5
2






                                                                     

)1( : 61 
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x k π= π ± 3
6

x

x

x

x
6

sin طرفین وسطین می کنیم x ≠ 0 sinبا شرط x sin x sin x sin x sin x sin xsin x
+ = + = =3 1 3 3 0sin x sin x sin x sin x sin x sin xsin x

+ = + = =3 1 3 3 0sin x sin x sin x sin x sin x sin xsin x
+ = + = =3 1 3 3 0

ق ق غ ق ق غ

x

x

x

x

x xیا kxعقربه های 6 سر k x π= π =3 3
kπ2
6

xx
x

x

x

x

x x
sinمی دونیم  x ≠ 0

            

)3( : 62  

cos x

cos(x )
=π+

2 0

4

cos x =2 0

cos(x )π+ ≠ 04

cos x

cos(x )
=π+

2 0

4

cos x =2 0

cos(x )π+ ≠ 04





1

2

kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4
1 π در جهت

2
x2

π
4

x

عقربه ی دوسر که

مثبت چرخیده

π
2

x2

π
4

x

x2

x2 x

x

x

x
45

 

π
2

x2

π
4

x
x عقربه ی چهار سره که

در جهت  مثبت چرخیده

غ ق ق

غ ق ق
x

x
45

� � �

� � �

x

x

x

x
45

2 xبا توجه به

x

x

x
45 x k π= π − 4

                      

)4( : 63 

[ ], π0 2 cos در بازه ی xcos x =2 3 0                    خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی

 
 

cos xcos x =2 3 0
cos x =2 0

cos x =3 0

kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4

kx k xπ π π= π + = +3 2 3 6





جواب قسمت اول

cos xcos x =2 3 0
cos x =2 0

cos x =3 0

kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4

kx k xπ π π= π + = +3 2 3 6

cos xcos x =2 3 0
cos x =2 0

cos x =3 0

kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4

kx k xπ π π= π + = +3 2 3 6

x2

x2

45
xx

x x

cos xcos x =2 3 0
cos x =2 0

cos x =3 0

kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4

kx k xπ π π= π + = +3 2 3 6

cos xcos x =2 3 0
cos x =2 0

cos x =3 0

kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4

kx k xπ π π= π + = +3 2 3 6

x3

x3

3
x

xx

x
x

x

جواب قسمت دوم
                               

معادله 10 جواب داره π2 اجتماع جوابهادر مسیر 0 تا  2x

xx

x
x

x

xx

x x

                                                                                                         

)3( : 64  

sin( x)cos( x) sin (cosx)(cosx) ( ) cosπ π −+ π − = = =2 2 27 1 122 6 2 4

cosx = 1
2

cosx −= 1
2

x

x

x

x







اجتماع جوابها

x x

xx
x k π= π ± 3

cosx −= 1
2

               

)4( : 65 

[ ], π0 2 در بازه ی 

1

sin (x ) cos(x )π π− + − =2 52 3 58 8                      خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی 

x (x )π π π− = + − 5
8 2 8

x) در نتیجه : ) (x )π π π− − − =5
8 8 2 1 نگاه کنید می بینید که  بچه ها! اگه به زوایای معادله ی

                           

xیک جواب k x kπ π− = π = π +5 52 28 8

)غ ق ق(

cos(x )π− =5 18

cos(x )π −− =5 5
8 2

x  5
8

x
5

8 2







=مجموع ضرایب 0

]در بازه ی  ], π0 2

sin (x ) cos(x ) cos (x ) cos(x )π π π π π + − + − − = − + − − =  
2 25 5 5 52 3 5 0 2 3 5 02 8 8 8 8

بازنویسی معادله

)1( : 66  
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. [ ],π0  در بازه ی

1

tan(x ) tan( x)π π+ + − =5 27 14                   خواسته ی مسئله : مجموع ریشه های معادله ی

x) برقراره . پس این دو زاویه ، متمم هم هستن . ) ( x)π π π+ + − =5
7 14 2

1  رابطه ی در اینجا بین زوایای معادله ی 

tan(x ) cot(x ) sin( x )
sin (x )

π π π+ + + = = + =π+

2 22 2 2 17 7 72 7

tan cotα = β β متمم هم باشن ،اون موقع  α و می دونید که اگه

1بازنویسی معادله

x k x k x kπ π π π π+ = π + + = π + = π +2 32 27 2 7 4 28

x  22 7 3
28



(x )π= 3
28 معادله فقط یک ریشه داره [ ],π0 در بازه ی  مجموع ریشه ها π= 3

28

tan cot sinα + α = α
2
2

                                                          

)2( : 67 

   
cos x tan(x )cot(x ) cos x cosxπ π− + + = − = = ±2 20 1 0 14 4 xx

tan cotα α = 11
x k= π

                                           
1 صدق میکنه پس جواب معادله هست . x در معادله ی  k= π از اونجایی که

)4( : 68  

,π π 
  

9
4 4

tan در بازه ی  xtan x sin xsin x=2 2                 خواسته ی مسئله : تعداد جوابهای معادله ی

3

2

1

sin x sin x.cosx
2 sin xcos x =2 . sin x2

sin x = 0

sin x =2 0

cosxcos x =1 12

sin x sin x.cosx
2 sin xcos x =2 . sin x2

sin x = 0

sin x =2 0

cosxcos x =1 12

sin x sin x.cosx
2 sin xcos x =2 . sin x2

sin x = 0

sin x =2 0

cosxcos x =1 12

sin x sin x.cosx
2 sin xcos x =2 . sin x2

sin x = 0

sin x =2 0

cosxcos x =1 12






1
x k x ,= π = π π2x k x ,= π = π π2

π,در بازه ی π 
  

9
4 4

kx k x x , , ,π π π= π = = π π32 22 2 2
2 kx k x x , , ,π π π= π = = π π32 22 2 2

,π π 
  

9
4 4

در بازه ی

از جوابهای دو معادله اشتراک می گیریم

از جوابهای دو معادله اشتراک می گیریم

3 cosxcos x =2 1
cosx = −1

cosx = 1 cos x =2 1

cos x = −2 1
cosx = −1

cosx = 1 cos x =2 1

cos x = −2 1

π,در بازه ی π 
  

9
4 4

x x = π2

∅

A

B

C

x در معادله ی اولیه صدق نمی کنه . پس :                     ,π π= 3
2 2

x می رسیم . اما , , ,π π= π π3 22 2
از اجتماعA وBوC به جوابهای 

: جوابهای نهایی معادله x ,= π π2                                                                                                                                                                       

)3( : 69 

[ ], π0 2  در بازه ی

1

tan xcot x tan x tan x
−+ = +

12 2 1
                                        خواسته ی مسئله : تعداد ریشه های معادله ی

 
معادله ریشه نداره

1
(cot x tan x− ) tan x+ tan x tan x tan xtan x tan x tan x

− −= =+ +
1 1 1
1 1 tan x tan x− = +2 1 tan x= = −2 1(cot x tan x− ) tan x+ tan x tan x tan xtan x tan x tan x
− −= =+ +

1 1 1
1 1 tan x tan x− = +2 1 tan x= = −2 1

cot x cot x tanx= −2 2

  )2( : 70  

[ ], π0 2 sin در بازه ی  x cosx− = −1                          خواسته ی مسئله : تعداد ریشه های معادله ی
sinرابطه ی معرکه x cosx sin(x ) sin(x )π π −− = − − = − − = 21 2 14 4 2sin x cosx sin(x ) sin(x )π π −− = − − = − − = 21 2 14 4 2

x  4x  4

x k x kπ π− = π − = π2 24 4

x k x kπ π π− = π + = π +5 32 24 4 2

اجتماع جوابها





x k x kπ π− = π − = π2 24 4

x k x kπ π π− = π + = π +5 32 24 4 2 x

x 2 ]در بازه ی ], π0 2 x , ,π= π30 22
                                        

  )4( :71   
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روش دوم : دو طرف معادله رو به توان 2 می رسونم . اما حواسم باید جمع باشه که به توان زوج رسوندن یک معادله ، ممکنه جوابهای زائد تولید کنه .
                                                         

صدق نمی کنه sin x cosx− = −1 در معادله ی

صدق نمی کنه sin x cosx− = −1 در معادله ی

به توان 2
sin x cosx sin x cos x sin xcosx sin x sin x− = − − − = − = =2 21 2 1 1 2 1 2 0

kx k x π= π =2 2
x2x2 x

x

x

x

sin x cos x sin xcosx sin x sin x+ − = − = =2 2 2 1 1 2 1 2 0

                                                      

                                                                                                                                              
x , ,π= π30 22

با توجه به معلوم شدن جوابهای زائد

x

x
]در بازه ی ], π0 2                                                                                                                 

tan x cos x tan x cos x ( tan x)− = − = − −2 2 22 1 1 2 1
( tan x)−

=
21

( tan x)+ 21

tan x tan x tan x− = = = ±2 21 0 1 1

tan x
− =

+ 2
11

1






-1

1x

xx

x
45 kx π π= +2 4

غ ق ق
                                                              

)3( : 72  

i هست                  خواسته ی مسئله : مجموعه ی مقادیر  cos x sin x=2 جواب معادله ی
1

ix k π= π +2 6                  داده ی مسئله : 

cos x sin x sin x sin x sin x sin x= − = + − =2 22 1 2 2 1 0
sin x = −1

sin x = 1
2

a c b+ =






اجتماع جوابها روی دایره مثلثاتی1با توجه به

x

xx
3 i { , , }= 1 5 9

x k π= π + 92 6
x k π= π + 52 6

x k π= π + 12 6

x k π= π + 52 6

x k π= π + 12 6
                                                                       

)4( : 73 

[ ],π0 sin در بازه ی x cos x= +2 2 1
4                     خواسته ی مسئله : تعداد جوابهای معادله ی

x k x k α= π ± α = π ±2 2 2
]در بازه یدو جواب ],π0

x

x
 1

4 

xx

xx


2

2

cos x sin x cos x− −− = =2 2 1 124 4

)1( : 74  

[ , ]π0 2 sin در بازه ی  x cos x+ =4 4 3
2

                   خواسته ی مسئله : تعداد ریشه های معادله ی 

sin) غ ق ق (معادله ریشه نداره x cos x sin xcos x sin xcos x+ = − = = −4 4 2 2 2 23 3 11 2 22 2 2
                               

)1( : 75 

[ ]., π2  در بازه ی :

1

tan x tan( x) tanπ π+ − =3 322 4
                  خواسته ی مسئله : مجموع جواب های معادله ی

     1
tan x cot x ( ) sin x x k

sin x
π+ = − = − = − = π −22 1 2 2 1 2 22 2tan x cot x ( ) sin x x k

sin x
π+ = − = − = − = π −22 1 2 2 1 2 22 2

x2

2
x

x
x k π= π − 4

جوابها ,π π= 3 7
4 4

مجموع جوابها π π π= + =3 7 5
4 4 2

x ,π π= 3 7
4 4tan x cot x ( ) tan x tan x

tan x
+ = − + = − = −12 1 2 : روش دوم 1 ]در بازه ی ], π0 2

-1x

x

45

x π π π= + =3 7 5
4 4 2

مجموع جوابها

[ , ]π0 2 در بازه ی

)2( : 76  
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[ , ]π0 2  در بازه ی

1

cos x
cos x

=
−

2
2 1

              خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی

1 ( cos x )( cos x )cos x cos x cos x
cos x ( cos x )

− +− = = + = =
− −

2 2 1 2 12 1 2 2 2 1 2 2 1
2 1 2 1

cosدو جواب x = 2
2

]در بازه ی , ]π0 2

x

x
245

                               

)3( : 77 

 جواب داره .    خواسته ی مسئله : محدوده ی m چیست ؟

1

sin( x) tan sin x mπ − + = −60 12
                   داده ی مسئله : معادله ی

2
1رابطه ی معرکه mcos x sin x m cos(x ) m cos(x )π π −+ = − − = − − = 13 1 2 13 3 2

mcos x sin x m cos(x ) m cos(x )π π −+ = − − = − − = 13 1 2 13 3 2

m− ≤ ≤1 3 −m و در نتیجه :  ≤ − ≤2 1 2 m باشه . یعنی  −− ≤ ≤11 12
2 جواب داشته باشه لازمه که  برای اینکه معادله ی 

                                               

)1( : 78  

ربع دوم
رابطه ی معرکه (sin x cos x) cos x sin x cos x cos x sin x− − = + − + = + = −1 1 1

x

x k π= π −2 2

sin( x) sin( x) sin(x ) cos xπ π π− = + + − − = +52 1 2 14 2 4


)3( : 79 

[ , ]π π3
2 2

sin در بازه ی x cos x sin xcos x cos xsin x+ + + =3 3 2 2 13 3 3
1

                خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی

(sin x cos x) sin x cos x sin(x )π+ = + = + =3
3 3

1 1 123 43 3
(sin x cos x) sin x cos x sin(x )π+ = + = + =3

3 3
1 1 123 43 3

1 اتحاد مکعبه سمت چپ معادله ی  رابطه ی معرکه

در جهت منفی می چرخونیم π
4

عقربه ها رو 

x تبدیل بشه x به π+
4 تا زاویه ی

sin(x ) sin(x )π π+ = +
×3
1 1

4 4 22 3
 3

x  4x  4

3
2


2x

x

یک جواب

[ , ]π π3
2 2

در بازه ی

)4( : 80  

a. ?θ =  یک اتحاده      خواسته ی مسئله : 

1

x xsin x asin cos+ θ − θ+ =2 1 2 2
و رابطه ی π< θ <0 2

                داده ی مسئله : 

                                                             

a a= =2 42
a sin sin π= θ θ = θ =11 2 2 6

تبدیل ضرب به جمع

1 a x x asin x ( sin cos ) sin x (sin x sin )+ θ − θ+ = + = + θ2 1 2 2 12 2 2 2
a a= =2 42
a sin sin π= θ θ = θ =11 2 2 6

a asin x sin x sin+ = + θ2 1 2 2
با توجه به اتحاد                      

بودن این رابطه 



 a a= =2 42

a sin sin π= θ θ = θ =11 2 2 6

π
< θ <0

2

                                         

)3( : 81 

چند نقطه روی دایره ی مثلثاتی ایجاد می کنن؟ cos x cos x cos( x )π− = − 34 2 3 2
                 خواسته ی مسئله : جواب های معادله ی

ربع سوم 2

1
cos x cos x cos( x) sin xsin x sin xπ− = − − = −34 2 3 2 3 32

sin x =3 0

sin x = 1
2







8 نقطه

3
6 سر

2

1
x3x3

x

x

x

x

x x6

xx
3

kx k x π= π =3 3 43 ∪
x

x

x

x

x x
xx



                                

)4( : 82  
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kxخواسته ی مسئله : k xπ π π= π + = +2 2 2 4
x2

x2

cos[(x ) (x )] cos[(x ) (x )] cos x cos cos xπ π π π π+ + − − + − − = − − = − =1 12 2 06 6 6 6 2 3 21
2

sin(x ).sin(x ) sin(x )sin(x )π π π π+ − = − + − = −1 126 6 4 6 6 2
تبدیل ضرب به جمع

آماده سازی برای تبدیل ضرب به جمع

                             

)4( : 83 

[ , ]π0 2 cos در بازه ی : x.cos x cos x= 16 4 102
                     خواسته ی مسئله : مجموع جواب های معادله ی 

cosتبدیل ضرب به جمع x.cos x cos x cos( x x) cos( x x) cos x cos x cos x cos x= + + − = + =2 6 4 10 6 4 6 4 10 10 2 10cos x.cos x cos x cos( x x) cos( x x) cos x cos x cos x cos x= + + − = + =2 6 4 10 6 4 6 4 10 10 2 10

]در بازه ی , ]π0 2cos x =2 0 kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4
x2

x2 x

xx

x
45

x , , ,π π π π= 3 5 7
4 4 4 4

π π π π π= + + + = = π3 5 7 16 44 4 4 4 مجموع جواب ها4
x , , ,π π π π= 3 5 7

4 4 4 4

π π π π π= + + + = = π3 5 7 16 44 4 4 4 4

                      

)4( : 84  

[ , ]π0 sin در بازه ی x cos x+ =3 2 0                        خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی
                          

sin x cos x sin x cos x sin x sin( x)π+ = = − = +33 2 0 3 2 3 22

x k ( x)π= π + +33 2 22

x k ( x)π= π + π − +33 2 ربع چهارم22








در بازه ی جواب نداره







x k π= π + 32 2

x k π= π −2 2
kx π π= −2
5 10

x k π= π + 32 2x k π= π + 32 2

x k π= π −2 2
kx π π= −2
5 10

x k π= π + 32 2x k π= π + 32 2

x k π= π −2 2
kx π π= −2
5 10

x k π= π + 32 2x k π= π + 32 2

x k π= π −2 2
kx π π= −2
5 10

x k π= π + 32 2




 

x


3
1

7
1

1
1

1

5
1

1

9
1

1

[ ],π0

x5

] فقط دو ریشه داره . ],π0 بچه ها ! همونطور که می بینید ، معادله در بازه ی

)1( : 85 

[ , ]π0 2 sin در بازه ی x cos x cos x sin x=2 2 4 2                    خواسته ی مسئله : تعداد ریشه های متمایز  معادله ی

                                                      
                                 

sin xcos x.cos x.cos x sin x=2 2 4 2
sin x = 0

cos x.cos x.cos x =2 4 1 2

1







sin xcos x cos x cos x sin x=2 2 4 2

2

3

4

1 ]در بازه ی ], π0 2

اشتراک جوابهای این سه معادله

xx

x

x , ,= π π0 2

]در بازه ی ], π0 2
x , ,= π π0 2cos x , cos x , cos x= = =1 2 1 4 1

43 ∪ x , ,= π π0 2 ] سه ریشه داره , ]π0 2 این معادله در بازه ی
2 نتایج دیگه ای هم میشه گرفت که قابل قبول نیستن . مثلًا:                                                                                                       بچه ها ! از معادله ی 

غ ق ق

غ ق ق )چرا ؟(

غ ق ق

cos xcos xcos x =2 4 1

cos x , cos x , cos x= − = − =1 2 1 4 1

cos x , cos x , cos x= = − = −1 2 1 4 1

cos x , cos x , cos x= − = = −1 2 1 4 1
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[ ], π0 2 sin در بازه ی x cos(x )π− + = 04
                    خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی 

cos(x ) sin x cos(x ) cos( x)π π π+ = + = −4 4 2
x k ( x)π π+ = π − −24 2

x k ( x)π π+ = π + −24 2

kπ = π3 24

x k π= π +2 2 4 1













1دو جواب ]در بازه ی ], π0 2
x k π= π + 8 

8

x
x

2

                  

)2( : 87 

غ ق ق

                                             tan x.tan x tan x tan x cot x tan x tan( x)
tan x

π= = = = −12 3 1 3 3 2 32 2
kx k ( x) x k xπ π π π= π + − = π + = +3 2 52 2 5 10

x)2 )2( : 88  

[ , ]π π5 cos در بازه ی x cos x cos x sin x+ + = + 22 3 3                       خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی
بچه ها ! شما نمی تونید به راحتی این معادله رو ساده کنید . اما اگه کمی دقت کنید می بینید که برد سمت چپ معادله با برد سمت راست فقط 

یک نقطه ی مشترک داره ، یعنی :

این معادله فقط در صورتی برقراره که هر دو طرف ، همزمان صفر بشن
: سمت راست معادله

: سمت چپ معادله

sin x+ ≥23 3

≥ 0

cos x cos x cos x+ + ≤2 3 3
≤ 1 ≤ 1 ≤ 1 






                      

دو جواب
]در بازه ی , ]π π5

x
5

21 ∩

1sin x sin x sin x+ = = =2 23 3 0 0 xx

cosاشتراک جوابهای این سه معادله2 x cos x cos x cos x , cos x , cos x+ + = = = =2 3 3 1 2 1 3 1 x





                                  

)4( : 89 

[ , ]π0 2 cos در بازه ی x tan x cot x− = +2 2                    خواسته ی مسئله : تعداد ریشه های های معادله ی
بچه ها ! این سؤال هم تو دسته ی سوالاتیه که برد سمت چپ و راست معادله ، فقط در یک نقطه اشتراک دارن . میگی نه نگاه کن :

cos x [ , ] cos x [ , ] cos x [ , ] cos x [ , ]∈ − ∈ − ∈ − + − ∈2 1 1 2 0 1 2 1 0 2 2 1 2

tan x ( , ] [ , ) tan x cot x ( , ] [ , )
tan x

+ ∈ −∞ − ∪ + ∞ + ∈ −∞ − ∪ + ∞1 2 2 2 2



                                                           

همونطور که می بینید ، عدد 2 تنها نقطه ی مشترک بین برد های سمت چپ و راست معادله هست . پس این معادله فقط زمانی برقراره که 
cos باشه .  x− =2 2 2 و tan x cot x+ = 2 همزمان

1tan x tan x
tan x

+ = =1 2 1

1x

x
45

cos x cos x− = =2 2 2 2 0
x2

x2

x

x

x

x
45kx k xπ π π= π + = +2 2 2 4

دو جواب
]در بازه ی ], π0 2x

x
4521 ∩
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[ , ]π0 2 sin در بازه ی x cos x cos (x )π+ = − +8 8 21
8 4

                  خواسته ی مسئله : تعدادریشه های معادله ی

n آشنا کنم . مثلا: n
nsin x cos x ,
−

 
+ ∈  

  

2 2
1

1 1
2

بچه ها ! قبل از هر عملی می خوام شما رو با رابطه ی 

1n : sin x cos x , sin x cos x ,
−

   = + ∈ + ∈      

8 8 8 8
4 1
1 14 1 182

                                                                                            

چه جالب ! محدوده ی سمت چپ معادله پیدا شد . حالا که تا اینجا اومدم ، بهتره برم سراغ محدوده ی سمت راست معادله : 

2cos (x ) [ , ] cos (x ) [ , ] cos (x ) [ , ]π π π π+ ∈ − + ∈ − + − + ∈ −2 2 21 7 10 1 1 04 4 8 4 8 8
                                                         

1  ( مشترک هستن . 
8

باز هم در این سؤال ، مثل دو سؤال قبلی ، محدوده ی سمت چپ و راست معادله فقط در یک نقطه )یعنی







cos (x )π− + =21 1
8 4 8

sin x cos x+ =8 8 1
8

cos (x )π− + =21 1
8 4 8

sin x cos x+ =8 8 1
8

پس این معادله فقط در صورتی میتونه برقرار باشه که همزمان :

بچه ها ! لزومی نداره که هر دو معادله ی بالا رو حل کنید و بین جوابهایی که از دو معادله بدست می آد اشتراک بگیرید . 
کافیه شما یکی از معادلات ساده تر رو انتخاب کنید ، جوابش رو بدست بیارید و جواب بدست اومده رو در معادله ی دیگه چک کنید . اگه 

صدق کرد به اون جواب می گیم جواب مشترک دو معادله و یا به عبارت دیگه جواب نهایی معادله . مثلًا:  
                                                     

معادله ی ساده تر

x k x kπ π π+ = π + = π +4 2 4

x  4

x  4

]در بازه یچک کردن در معادله ی دوم ], π0 2x

x
45 x ,π π= 5

4 4

معادله ی دوم )صدق کرد(

)صدق کرد(

( ) ( )+ = + =8 82 2 1 1 1 1
2 2 8 16 16 8

( ) ( )− + − = + =8 82 2 1 1 1 1
2 2 8 16 16 8

( ) ( )+ = + =8 82 2 1 1 1 1
2 2 8 16 16 8

( ) ( )− + − = + =8 82 2 1 1 1 1
2 2 8 16 16 8

x π= 4

x π= 5
4

x π= 4

x π= 5
4

sin x cos x+ =8 8 1
8

cos (x ) cos(x )π π− + = + =21 1 08 4 8 4

                                           

] هستن . ], π0 2 sin در بازه ی x cos x cos (x )π+ = − +8 8 21
8 4

x جوابهای معادله ی  ,π π= 5
4 4

بنابراین

)2( : 91 

[ ], π0 2 tan در بازه ی  x cot x− =2 22 1                  خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی

اجتماع جوابها4 جواب ]در بازه ی ], π0 2

tan x = −1

tan x = 2
tan x = −1

tan x = 2



 1x

x
45

x

x

2
x

x

x

x

tan x cot x tan x tan x (tan x) (tan x)− = − = − − =2 2 4 2 2 2 22 1 2 2 0tan x cot x tan x tan x (tan x) (tan x)− = − = − − =2 2 4 2 2 2 22 1 2 2 0tan x× 2 a b c+ =                                                             
)3( : 92  

[ ], π0 2 tan در بازه ی xcot x cot xtan x+ =3 4 2 4                   خواسته ی مسئله : تعداد جواب های معادله ی

α

β

tan x.tan xcot x cot x. cot xtan x tan x cot x+ = + =2 2 2 2 2 24 4 tan x tan x (tan x) (tan x)+ = − + =4 2 2 2 21 4 4 1 0tan x× 2



tan x +=2 4 12
2 هشت جواب

]در بازه ی ], π0 2

tan x −=2 4 12
2

∆ = − =16 4 12






α

β

α > β
tan x tan x= α = ± α2

tan x tan x= β = ± β2

tan x tan x= α = ± α2

tan x tan x= β = ± β2











x




 

 

x x

x x

x

x

x

1 1
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] صدق می کنه .  ]x x ncos− π=3 2
                  خواسته ی مسئله : تعدادn های طبیعی و دو رقمی که در معادله ی 

1 صدق می کنه . بنابراین : فرض می کنم n یه عدد طبیعیه که در معادله ی 
[ ]n n n n ncos cos cos− π π π= = =3 3 12 2 2



n π k= π22 n k= 4n
2

                                                             

حالا که فهمیدم n مضرب 4 هست ، باید به دنبال تعداد اعداد دو رقمی مضرب 4 بگردم . یعنی :
تعداد اعداد دو رقمی مضرب 4 ( )= − + =24 3 1 22

اعداد دورقمی مضرب 4
, , ,k n ...n = = 12 164 96

k = 3 k = 4 k = 24


                                                                               

)3( : 94  

sin یک دنباله ی هندسی رو تشکیل دادن .  , sin , sinα α α2 4 2 cosα = 2 cos cos cos cos cosα α = α − α − α − =2 22 2 1 2 1                   داده ی مسئله : سه جمله ی غیر صفر0
cosx sin= α خواسته ی مسئله : جواب کلی معادله ی 

sinدنباله ، هندسیه , sin , sinα α α2 4 2 cosα = 2 cos cos cos cos cosα α = α − α − α − =2 22 2 1 2 1 0sin , sin , sinα α α2 4 2 cosα = 2 cos cos cos cos cosα α = α − α − α − =2 22 2 1 2 1 0







cosα = 1

cos −α = 1
2

x

x
 1

2 x sin ,α = ± 3 02

cos× α2 cos× α2 2cos× α2 cos× α2 2
                                         

sinα = ± 3
2

sinα اولین جمله ی این دنباله ی هندسیه و جملات دنباله غیر صفر هستن پس : از اونجایی که 

cosx sin cosx x k π= α = ± = π ±3
2 6

: خواسته ی مسئله cosx sin cosx x k π= α = ± = π ±3
2 6

xx

x x
3

                                                                   

)3( : 95 

[ ]sin xπ = 0 ] عدد صحیحه ، بنابراین  ]x ] دقت کنید می بینید که ] [ ]x x sin x− − = π                   اگه به معادله ی
] سروکار دارید .  ]x x− − = 0 پس شما با معادله ی 

]روش هندسی ] [ ]x x x x− = − =[ ] [ ]x x x x− = − =
]با شرط ]x− ≥ 0

y x y x 

 x  




-2 1

                                                                                        

x Z Z+∈ − y هستن . بنابراین : x= ] و  ]y x= − همونطور که می بینید x های صحیح و نا مثبت محل برخورد نمودار دو تابع 

)3( : 96  

cos sin ( ) ( )− − −  = − = − = =  
1 28 8 64 225 151 117 17 289 289 17

cos(sin x) x− = −1 21                                                                                              

)1( : 97 

sin cot ( ) cos tan ( ) sin ( ) cos ( ) sin cos− − − π π π π    + = + = + = − =           
1 13 3 3 2 2 1 12 3 2 14 3 4 3 3 2 3 2 2


3

3

2
3

 3
3

                                      

)2( : 98  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )− − − −− × + = + = + =23 2 3 2 4 2 3 2 4 2 3 2 21 5 2 5 2 5 2 5 2 10 10 10

sin cos ( ) cot ( ) sin cos ( ) sin cos cos( ) cos cos sin( )− − − − −π π π       + − = + = + =             
1 1 1 1 13 3 3 3 3 3 315 5 4 5 4 5 4

sin( ) sin cos cos sinα + β = α β + α β

                              

)4( : 99 

sin cos ( ) cot ( ) sin cos ( ) sin cos cos( ) cos cos sin( )− − − − −π π π       + − = + = + =             
1 1 1 1 13 3 3 3 3 3 315 5 4 5 4 5 4

sin(tan ) sin(cot ) sin(cot )
a a a tan cot ( )

cos(cot ) cos( cot ) cos(cot )

− − −
−

− − −
− = = = − = −  π − −

1 1 1
1

1 1 1

2 3 3
3 23 2 2

3 3 3 2 3
2 2 2

x : tan cot x
− −> =1 1 10 cot ( x) cot (x)− −− = π −1 1

cos( ) cosπ − α = − α tan(cot x) x
− =1 1

x : tan cot x
− −> =1 1 10 cot ( x) cot (x)− −− = π −1 1

cos( ) cosπ − α = − α tan(cot x) x
− =1 1

x : tan cot x
− −> =1 1 10 cot ( x) cot (x)− −− = π −1 1

cos( ) cosπ − α = − α tan(cot x) x
− =1 1

x : tan cot x
− −> =1 1 10 cot ( x) cot (x)− −− = π −1 1

cos( ) cosπ − α = − α tan(cot x) x
− =1 1
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a −= 2
3 b = 2a −= 2
3 b = و2 ( )a

b
( )

−
− −= = =

2
2 23

32 3 2
1

cos(sin x) x− = −1 21

sin(sin x) x− =1
xcot(sin x) x

− −=
21 تقسیم1

( )
b cot sin b b b b−

− − = = = = = 
 

2
1

1 211 11 3 3 3 21 1 13
3 3 3







                                                               

sin sin cos sin (sin cos ) sin( cos )− − − − −   + = + = π − =      
1 1 1 1 13 3 3 3 32 3 25 5 5 5 5sin sin cos sin (sin cos ) sin( cos )− − − − −   + = + = π − =      

1 1 1 1 13 3 3 3 32 3 25 5 5 5 5sin sin cos sin (sin cos ) sin( cos )− − − − −   + = + = π − =      
1 1 1 1 13 3 3 3 32 3 25 5 5 5 5

sin(cos ) ( )−− = − − = −1 23 3 415 5 5
sin( ) sinπ + α = − α

)

)2( : 101 

: خواسته ی مسئله sin sin cos cos cos cos a− − − − − −π π     + = − + − = π − + = π −          
1 1 1 1 1 11 2 1 2 1 2

3 3 2 3 2 3 3 3

1

: خلاصه ی مسئله cos cos a sin sin ?− − − −+ = + =1 1 1 11 2 1 2
3 3 3 3

                          

)3( : 102  

1با توجه به

tan ( ) tan ( ) tan tan ( )− − − −  π− + + = + + = + 
1 1 1 113 2 3 2 3 2 23 2

tan x tan x
− − π+1 1 1

2tan x tan x
− − π+1 1 1

2
x > 0

( )( )− + = − =
+
13 2 3 2 1 3 2

3 2                                        

)1( : 103 

tan (tan ) ( )
cos ( tan ) cos( tan ) /

tan (tan ) ( )

−
− −

−

     − −        = = = = = = =          + +          

2 2 2
2 1 22 2

2 1 1
2 1 2

1 1 31 11 1 3 92 2 42 2 0 362 2 1 1 5 5 251 12 2 4
tancos
tan

− αα =
+ α

2

2
12
1                        

)1( : 104  

 

cos(cos )
sin cos /

−
−

− −  = = = = =  

1
2 1

3 3 21 11 3 15 5 5 0 22 5 2 2 2 5
1cossin − αα =2 1 2

2                                                                                        

)2( : 105 

cos cos
tan cos

cos cos

−
−

−

 −   −   = = = =     ++   

1
2 1

1

1 1 21 131 1 13 3
2 3 1 4 21 11 3 33costan cos

+ αα = − α
2 1 2

1 2                                                                                               

)4( : 106  

tan tan tan tan tan ( )
( )( )

− − − − −
   +    π+ = = =   

−      

1 1 1 1 1
1 3 17

1 3 4 5 20 14 5 1 3 17 41 4 5 20

tan tan tan tan tan ( )
( )( )

− − − − −
   +    π+ = = =   

−      

1 1 1 1 1
1 3 17

1 3 4 5 20 14 5 1 3 17 41 4 5 20

× <1 3 14 5

                                                          

)2( : 107 

x
x >+ 01

x ( میشه فهمید که :  < −1 یا x > 0                از فرض مسئله )یعنی

خواسته ی مسئله x x x x: tan cot cot cotx x x x
− − − −+ + +− − =+

1 1 1 11 1 1 01
tanاگه 0 >  باشه اون موقع cot− −=1 1 1tan cot− −=1 1 1
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sin cos ?− −+ =1 13 4
5 5 3 دقت کنید می بینید که :                                               

4

5
                  بچه ها ! اگه به مثلث معروف 

                                 sin sin−α = α = 13 3
5 5

cos cos−α = α = 14 4
5 5

tan tan−α = α = 13 3
4 4

cot cot−α = α = 14 4
3 3

: خواسته ی مسئله
3با توجه به روابط        و        و

3

4

1

1

2

2

sin cos tan tan tan tan cot
( )( )

− − − − − − −
 + + + = = 

−  

1 1 1 1 1 1 1
3 3

3 4 3 3 24 74 4
5 5 4 4 3 3 7 241 4 4

sin cos tan tan tan tan cot
( )( )

− − − − − − −
 + + + = = 

−  

1 1 1 1 1 1 1
3 3

3 4 3 3 24 74 4
5 5 4 4 3 3 7 241 4 4

)4( : 109 

 cot (tan )− α1 و tan (cot )− α1 ، cos (sin )− α1 ، sin (cos )− α1 یک زاویه ی حاده باشه ، اون موقع زوایای  α                 توجه : اگه
هستن . یعنی : α متمم زاویه ی

2


sin (cos ) 1

1
علت رو روی محور         cosα مقدار

ها قرار می دیم sinα

2
1

sin (cos )− πα = − α1
2 cos (sin )− πα = − α1

2 tan (cot )− πα = − α1
2 cot (tan )− πα = − α1

2
cos (sin )− πα = − α1

2 tan (cot )− πα = − α1
2 cot (tan )− πα = − α1

2
cos (sin )− πα = − α1

2 tan (cot )− πα = − α1
2 cot (tan )− πα = − α1

2

cos

 

sin (cos ) 1
cos

cos
و

cos چه نتیجه ای رو میشه گرفت . (sin x) sin− = α1 حالا بریم سراغ حل مسئله و ببینیم که از رابطه ی

فرض کنید x یک زاویه ی حاده هست

cos (sin x) sin x sin x sin− π π= α − = α + α =1
2 2

                                                                                                                        

)1( : 110  

sin sin cos sin (sin cos )(sin cos ) sin ( cos )− − −π π π π π π π   − = + + = − =      
1 4 4 1 2 2 2 2 1 2

7 7 7 7 7 7 7

1

زاویه ی حاده

sin (cos )− πα = − α1
2

sin cos cosα − α = − α2 2 2
sin (cos ) ( )− π π π π− = − − = −1 2 2 3

7 2 7 14
sin (cos )− πα = − α1

2

sin cos cosα − α = − α2 2 2

                                           

)1( : 111 

                                                   

                             
>πداده ی مسئله : α + β <0 2

حاده هست α + β با توجه به داده ی مسئله ،

sinخواسته ی مسئله حاصل : (cos cos sin sin )− α β − α β1

( )sin cos( ) ( )− πα + β = − α + β1
2

)2( : 112  

y با هم مساوی هستن .  sin (sin x)−= 1 y و  sin(sin x)−= 1                            بچه ها ! بعضی ها فکر می کنن که دو تابع
در صورتی که اگه به دامنه ی دو تابع دقت بشه معلوم میشه که از این خبرا نیست . 

    
sin−1 بشه در این تابع ، x باید وارد

yدر این تابع ، x باید واردsin−1 بشه sin (sin(x))−= 1

y sin(sin (x))−= 1 x [ , ]∈ −1 1

x R∈

x [ , ]∈ −1 1

x R∈





                                                                                                               

y یک تابع متناوبه . اما بریم سراغ رسم نمودار : sin (sin x)−= 1 y متناوب نیست اما تابع  sin(sin x)−= 1 از طرفی تابع 

y sin(sin x) , D [ , ]−= = −1 1 1

y sin (sin x) , D R−= =1



 y x

-1
1

3
2


2


2

 2

2

3
2


2

2






y x

y cos(cos x) , D [ , ]−= = −1 1 1

y cos (cos x) , D R−= =1

                                                                  

  )1( :113   

بچه ها ! رسم نمودار توابع زیر نه تنها خالی از لطف نیست بلکه خیلی مهمه . 
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  2  2


2


2

 3
2

3
2

y tan(tan (x) ) , D R−= =1

y tan (tan(x)) , D R {x x k }− π= = − = π +1
2

y x

y cot (cot x) , D R−= =1

y cot (cot(x)) , D R {x x k }−= = − = π1

ycot(cotx),DR − == 1

ycot(cot(x)),DR{xxk} − ==−=π 1

y cot (cot x) , D R−= =1

y cot (cot(x)) , D R {x x k }−= = − = π1







 



 2

2

3
2

2

y x

 

1

tan x cot x− − π− =1 12 4
                  خواسته ی مسئله : مجموع جواب های معادله ی

xx x x x x x
x
+= − = + − − =
−

2 212 2 2 1 2 3 1 01

1 از طرفین tan میگیریم
xtan tan(cot x) xxtan x cot x x x x
xtan tan(cot x) x x

−
− −

−

+π + +π= + = = =
−π −−

1
1 1

1

11142 2 2 24 1 111 4

xtan tan(cot x) xxtan x cot x x x x
xtan tan(cot x) x x

−
− −

−

+π + +π= + = = =
−π −−

1
1 1

1

11142 2 2 24 1 111 4

            
             

a ، این معادله ی درجه ی 2 یک ریشه ی مثبت و یک ریشه ی منفی داره . پس قاعدتاً باید مجموع ریشه های معادله ی .c<0 از اونجایی که
3
2

b یا 
a
− 1     برابر بشه با :

1 صدق نمی کنن و در نتیجه جواب های معادله هم نخواهند بود. علتش اینه که : اما اینطوری نیست . چون x های منفی در معادله ی 
                                                  

tan ( x)1 2
x2

cot x1

x
x < 0

x <2 0x < 0
x <2 0 tan ( x)− <1 2 0

cot (x)− <1 0
tan ( x) cot (x)− −− <1 12 0cot (x)− <1 0

tan ( x) cot (x)− −− <1 12 0

 (x tan ( x) cot (x) )− − π< − ≠1 10 2 4
π برابر بشه . یعنی :

4
tan منفی شد پس نمی تونه با  ( x) cot (x)− −−1 12 با توجه به اینکه

1 هست .  جواب معادله ی x x− − =22 3 1 0 پس فقط ریشه ی مثبت معادله ی 
 x x x +− − = =2 3 172 3 1 0 4

∆ = + =9 8 17

x x x +− − = =2 3 172 3 1 0 4

∆ = + =9 8 17

x x x +− − = =2 3 172 3 1 0 4

∆ = + =9 8 17
                                                                                                                                    

x += 3 17
4

چون این معادله فقط یک جواب داره ، پس مجموع جواب ها برابر میشه با تنها جواب معادله . یعنی : 

)4( : 114  

tan رو بدست بیارم می خوام بگم که x های منفی  x tan x− − π+ =1 1 3 2
                  قبل از اینکه جواب معادله ی

منفی منفی مثبت

x tan x tan x− − π< + ≠1 10 3 2
نمی تونن جواب این معادله باشن . چون :                                                                    

: tan x tan x− − π+ =1 1 3 2
 بریم سراغ معادله ی 

1
x ≥ 0  اما با فرض

tanاز طرفین tan می گیریم x tan x x tan( tan x) x cot(tan x) x
x

− − − −π π= − = − = =1 1 1 1 13 3 32 2 3tan x tan x x tan( tan x) x cot(tan x) x
x

− − − −π π= − = − = =1 1 1 1 13 3 32 2 3
tan( ) cotπ − α = α2

cot(tan )− =1 1�
�

tan( ) cotπ − α = α2

cot(tan )− =1 1�
�

                   

1با توجه به
x x x x= = = ± =2 2 1 3 33 1 3 3 3x x x x= = = ± =2 2 1 3 33 1 3 3 3                                                                                              

)2( : 115 

https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



آموزش تکمیلی فصل )9( در قالب تستتفاوت ما در تفکر ماست298

از طرفین sin می گیریم
sin x cos x sin x sin x− − − − π+ = − − =1 1 1 12 1 2 1 2

π
2







x x− = =2 1 1 1
x x− = − =2 1 1 0

x sin xπ− = − =2 1 2 1 12
                                                                

مجموع جوابها = + =0 1 1 1  صدق می کنن پس جوابهای معادله هستن و در نتیجه :   x در دامنه ی معادله ی  = و1 x = از اونجایی که 0

)3( : 116  

                 

cos(وتر)

وتر

 ست. یعنی :  α  وظیفه یcosα ، تصویر کردن وتر روی ضلع مجاور
وتر


مجاوريال ضلع

در مثلث قائم الزاویه ی 

وتر
(وتر) sin

 ست. یعنی : α sinα ، تصویر کردن وتر روی ضلع مقابل  وظیفه ی
وتر


مقابل ضلع

در مثلث قائم الزاویه ی

AC = α2 قرارداره . پس :   α2 می بینید ، کمان AC روبروی زاویه ی مرکزی
A

B
C

O
 بچه ها! همونطور که در شکل



ACABC = = α2
هم قرار داره . پس : ABC از طرفی کمان AC روبروی زاویه ی محاطی

A
B

C

O
H



       
1

BH AB .cos= α اما خواسته ی مسئله ، اندازه ی ضلع BH هست و من می دونم که 

پس اگه بتونم اندازه ی AB رو پیدا کنم ، اندازه ی BH هم مشخص میشه . 

 بنابراین :
A

B
C

O



D

ضلع روبرو به زاویه یβهست . AD  : AB پیدا کردن اندازه ی

AD OA .sin AD sin AB sin= β = β = β2AD OA .sin AD sin AB sin= β = β = β2AD OA .sin AD sin AB sin= β = β = β2OA = 1 AB AD= 2

1 اندازه ی BH هم مشخص میشه : Aحالا که AB معلوم شد ، با توجه به رابطه ی
B

C

O
H


sin2

BH AB .cos BH sin .cos= α = β α2

)2( : 117 

شعاع( باشه اندازه ی HC چقدره ؟ OA OB OC= = = = 1  اگه )
A

OB CH
2 خلاصه ی سؤال : در شکل

، هر دوشون روبرو به کمان AC هستن پس : α2  زاویه ی محاطیB و زاویه ی مرکزی
A

B C 2 همونطور که می بینید
B∠ = ∠α

 AC sin= α2 (تصویر میکنم. پس: AC (رو به ضلع مقابلش )یعنی BC = 2 2 ، وتر )


sin2A

CB با توجه به شکل 

 ، وتر AC رو که مقدارش مشخص شده ، به ضلع HC تصویر میکنم:    
A

H CB

.in ns si 2




sin2
حالا با توجه به شکل

AC ( sHC sin HC (sinin ))= αα = α2                                                                                                                         
 

A

B C

2 1 توجه: در یک مثلث قائم الزاویه ، ارتفاع وارد بر وتر ، مثلثهای متشابه ایجاد می کنه ، بطوریکه :

A B∠ = ∠1 A C∠ = ∠2,

)3( : 118  
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 ) A ( می خوام ببینم فاصله ی علی از اولین نقطه ی برخورد توپ با زمین ) یعنی 

xy sin  35

A

B

                 بچه ها ! با توجه به شکل ) 
،چند برابر بیشترین ارتفاع توپ )یعنی B ( هست . 

xy همون فاصله ی علی از اولین نقطه ی برخورد توپ با زمینه . بنابراین : sin π= 5 30 پیدا کردن A : کوچکترین ریشه ی مثبت تابع 
x x xsin sin x Aπ π π= = = π = =5 0 0 30 3030 30 30

                                                                                                  

xy هست . بنابراین : sin π= 5 30 پیدا کردن B : بیشترین ارتفاع توپ ، همون بیشترین مقدار تابع 

Max Max Max
xy (sin ) y Bπ= × = × =5 5 1 530

                                                                                                                           

: خواسته ی مسئله A
B
+ =30 65

                                                                                                                                                                       

)2( : 119 

 می خوام مساحت مثلث AHO رو بدست بیارم . از اونجایی که 
A

OB C
H

1
1                    حل مسئله در یک نگاه : با توجه به شکل

 OA و بار دیگه OA.sin A OH=1

OA.cos A AH=1

، یکبار OA رو روی OH تصویر کنم  A1 رو داشته باشم تا به کمک A1 OA=1 هست ، کافیه زاویه ی

OA.sin A OH=1

OA.cos A AH=1 رو روی AH تصویر کنم 
AH هم مشخص میشه .  OHS ×= 2

در واقع با بدست اومدن OH و AH مساحت مثلث ، یعنی
: A1 حالا بریم سراغ کلید حل این مسئله ، یعنی

O A ( ) A A+ = − α + = = α −11 1 190 180 90 90





2

1 OA sin A OH sin( ) OH OH cos

OA cos A OH cos( ) AH AH sin

π× = α − = = − α

π× = α − = = α

1

1

2

2

OA sin A OH sin( ) OH OH cos

OA cos A OH cos( ) AH AH sin

π× = α − = = − α

π× = α − = = α

1

1

2

2

OA sin A OH sin( ) OH OH cos

OA cos A OH cos( ) AH AH sin

π× = α − = = − α

π× = α − = = α

1

1

2

2

OA sin A OH sin( ) OH OH cos

OA cos A OH cos( ) AH AH sin

π× = α − = = − α

π× = α − = = α

1

1

2

2

AH OH sin cosS sin× − α α= = = α1 22 2 4

O O+ α = = − α1 1180 180
 O ( ) A A+ α = − α + = = α −1 11 90 180 90 90

)3( : 120  

B = − α1 45 B پس :  = 45  اگه به مثلث ABC نگاه کنید می بینید که
AB

1



D

2

C

3
2

54

1                   در شکل

) پس : BC , BD , B )= = = − α21 452
حالا اگه به مثلث BCD توجه کنید می بینید که دو ضلع و زاویه ی بین دو ضلع ، معلومه 

: خواسته ی مسئله

معرکه
(sin cos ) (cos sin ) (cos sin ) sin− α − α = α − α = α − α = − α26 6 6 6 1 28 8 8 8

cos و در نتیجه sinα > α< α <0 45cos sinα − α > 0 cos  پس sinα > α< α <0 45cos sinα − α > 0 cosاز اونجایی که sinα > α< α <0 45cos sinα − α > 0sin
cos



∆


( )BCD

sin( )BC.BD.sin BS sin( ) sin( )
× × − α − −= = = α − = α −1

31 45 3 32 45 2 452 2 4 4 2

               

)1( : 121 

 برای پیدا کردن ضلع CD کافیه زاویه ی A رو پیدا کنم تا بتونم به کمکش ، ضلع AB رو روی 

B

DCA

3
7

1

                    در شکل

3

AB .cos A AD= AD تصویر کنم . 

پس تکلیف روشن شد ) پیدا کردن زاویه ی A ( . اگه کمی قت کنید می بینید که با معلوم شدن AD اندازه ی CD هم معلوم میشه . 

 
ABC در مثلث :( ) ( ) ( ) ( )( )cos A cos A cos A= + − = + − =

2 2 2 17 21 3 1 3 7 1 9 6 2
1 cos A AD AD CD= × = = − =1 3 13 3 12 2 2cos A AD AD CD= × = = − =1 3 13 3 12 2 2

CDمی دونیم که  AD AC= −
                                                          

)1( : 122  






https://telegram.me/riazee

http://teachingriazi20.blogfa.com



آموزش تکمیلی فصل )9( در قالب تستتفاوت ما در تفکر ماست300

  C مقدار زاویه ی 
ABC

AC.BC.sinC
S = 1

2
 بنابراین به کمک رابطه ی

BC = 2
AC = 6

ABCS = 3

BC = 2
AC = 6

ABCS = 3 





 داریم 
BD C

A
H

2 1
                درشکل 

قابل محاسبه هست . 
sinCبا توجه به شکل

sinC C C
× ×

= = = =1
1 2

6 2 13 150 302 2
 

sinC
sinC C C

× ×
= = = =1

1 2
6 2 13 150 302 2

 منفرجه هست C∠sinC
sinC C C

× ×
= = = =1

1 2
6 2 13 150 302 2

 

                                                                   

∠C ، ضلعAC رو روی DC تصویر می کنم : 2 1( به کمک 

∠C ، ضلعDC رو رویDH تصویر می کنم : 2 2( به کمک

1

DC.sinC DH=2

AC.cosC DC=2

2
DC.sinC DH=2

AC.cosC DC=2 





2 تا عمل تصویر کردن کافیه تا به DH برسم . 

1 cos DC DC× = = 6 36 30 2

sin DH DH× = = 3 33 3 30 2
2

                                                                                                                                        

)4( : 123 
















, بنویسیم.    ,hβ α  رو فقط بر حسب
B

A
h

C
                   اگه به گزینه ها نگاه کنیم متوجه میشیم که باید مساحت مثلث

, نوشته بشه .   ,hβ α پس باید رویBC  اون قدر تغییر ایجاد کنیم تا بر حسب h BCS ×= 2
از طرفی می دونیم

h hh( cos cos )h (BH HC) h(ABcos ACcos ) h (cot cot )sin sinh BCS
α + β× + α + β α + βα β×= = = = =

2

2 2 2 2 2

تبدیل جمع به ضرب تبدیل ضرب به جمع

sin( )h sin sin h sin( ) h sin( ) h sin( )
sin sin (cos( ) cos( )) cos( ) cos( )

α + β 
 α β α + β α + β α + β  = = =

α β − α + β − α −β α −β − α + β

2
2 2 2

2 2

               

)3( : 124  

                 فرض می کنم ، بعد از گذشت 30 ثانیه ، فاصله ی اتومبیلهای A و B ازپایین برج ، به ترتیب x و y کیلومتر باشه . از اونجایی 

1
y x− = 1 که فاصله ی اتومبیل B ازA بعد از گذشت 30 ثانیه یک کیلومتر شد ، پس : 

                   

با توجه به شکل
h

3
O

6
A Bx y 




 h htan h x

x x
= = =60 3 3

h htan h y
y y

= = =3 330 3 3

x y= 33 3
y x= 3

h htan h x
x x

= = =60 3 3

h htan h y
y y

= = =3 330 3 3

x y= 33 3
y x= 3

h htan h x
x x

= = =60 3 3

h htan h y
y y

= = =3 330 3 3

x y= 33 3
y x= 3

2 و 1






y x x x x km− = − = = 11 3 1 2
y km= 3

2y x= 3

: خواسته ی مسئله سرعت متوسط ماشین B در 30 ثانیه ی اول
km km

hkm
= =

3
2 1801

120

sec h= 13 120

km km
hkm

= =

3
2 1801

120

sec h= 13 120

=
مسافت طی شده

زمان

1

                    

)3( : 125 

× کیلومتر رو طی می کنه . =3120 660
3 ساعت ( مسافت

60
بعد از گذشت 3 دقیقه )یعنی km

h
120                     ماشین A با سرعت

× کیلومتر رو طی می کنه .  =3100 5060
3 ساعت ( مسافت

60
km بعد از گذشت 3 دقیقه)یعنی

h
100 ماشین B با سرعت

x ( )( )cos x cos x x= + − = + − = − =2 2 2 2 26 5 2 5 6 60 36 25 60 60 61 30 31O

A

B

6
5

6
x

                        

)2( : 126  
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ساعت ( مسافت طی شده توسط هواپیما  6
3600

km هست ، بنابراین در طی 6 ثانیه )یعنی
h

600                 از اونجایی که سرعت هواپیما
   km× =1600 1600

برابره با :

36
h h

x 1

1

1
1 

حالا میشه از روی شکل روبرو فهمید که :     





 h htan h (x ) x (x ) x x x

x x
= = = + = + = + =

+ +
3 3 3 130 1 3 1 3 11 3 1 3 3 2

htan x h
x

= =60 3

h x= 3

h = 3
2

h x= 3

h = 3
2

                          

h  بنابراین :  + 1
10

همونطور که در شکل بالا می بینید ، ارتفاع هواپیما از سطح زمین برابره با :

h ++ = + =1 3 1 5 3 1
10 2 10 10

                                                                                                                                                                  

)4( : 127 

A 1 Km B

G

O
654

                               
1

OA OB+ =2 2 100                   بچه ها ! با توجه به شکل روبرو از مثلث میشه نتیجه گرفت : 

از اونجایی که هدف من ، پیدا کردن ارتفاع هواپیما )یعنی OG ( هست ، بهتره یه 
OA 1 و  OB رو بر حسب OG بنویسیم تا مقدار OG پیدا بشه . جورایی در رابطه ی

                          

1
OGtan OA OG
OA

= =60

OGtan OB OG
OB

= = 360 3

OA OB OG ( OG) OG OG OG+ = + = = = =
2 2 2 2 2 23 4100 100 100 175 5 33 3

OGtan OA OG
OA

= =45

                       

)3( : 128  

اگه مستطیل ABFE رو حذف کنم ، دو تا مثلث باقی می مونه که در صورت وصل کردن 

A B

CD E F

2 2

2 2

2 2  6

1  32

                 از ذوزنقه ی 

پدید می آد . اگه بتونم زاویه ی C رو پیدا کنم ، بدست آوردن زاویه ی B )یعنی خواسته ی مسئله ( خیلی 

A

CD
6

1  32

اونها به هم شکل 

راحت میشه . 

  

    

( )
(

( )( )cosC cosC cosC
( ) ( )

cosC cosC cosC cos
(

)

C C
)

+++ = + = =
+ +

− + − −= =

−×

= =
−

−

=
−

1 3
1

2 3 36 2 32 6 1 3 6 2 3
2 6 1 3 2 6 1 3

3 3 3 3 3 2 3 3 2 4526 1 3 2 6 3 2

3


 ( ) ( ) ( )cosC ( )cosC= + + − + = + + − +2 2 22 6 1 3 2 6 1 3 4 6 4 2 3 2 6 1 3

                          

B = 135 همونطور که می بینید :  5
5

4
4

A

CD

B

حالا بریم سراغ ذوزنقه ی

)2( : 129 
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با زمین 17 متر فاصله داره ،     t = 0 برداشت 1 ( با توجه به اینکه کابین مورد نظر ، در لحظه ی

                                                                                 

) t =0 در لحظه ی(

7

10
کابین روی مبدأ حرکت دایره قرار داره .                                                                               t = 0 در لحظه ی

رادیان ( در جهت مثبت می چرخه ،  π2 برداشت 2 ( وقتی کابین در هر 2 دقیقه یک دور ) یعنی
                                   

t
6 

پس از گذشت t ثانیه

در جهت مثبت می چرخه .                              tπ
60

دقیقه ( به اندازه ی t
60

بنابراین پس از گذشت t ثانیه )یعنی
دقیقهرادیان                                                           

)کمان طی شده توسط کابین بعد از گذشت t ثانیه(

t
t? ?

π× π= =
2 60

2 60
: علت t ?

π2 2

60
یجابجا میشه  . چون : tsin π10 60

برداشت 3 ( پس از گذشت t ثانیه ، ارتفاع کابین به اندازه 

17

tsin 1 6  t
6 

10                    y yt tsin sin y sin
r

π πθ = = = 1060 10 60
                                                                                  

متر از سطح زمین فاصله داره .     (t )
th sin π= +10 1760 بنابراین بعد ازگذشت t ثانیه ، ارتفاع کابین به اندازه ی

)4( : 130  

t) نشون بدیم ، اون موقع : )x اگه فاصله ی نقطه ی A از سایه ی کابین که روی زمین افتاده رو با                  با توجه به شکل  

x(t)

AH

t
6 

tcos 1 6 

10

(t ) (t )
t tcos x x cosπ π+ = = −10 10 10 101060 60(t ) (t )

t tcos x x cosπ π+ = = −10 10 10 101060 60
                                                                                             

)1( : 131 
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303 تفاوت ما در تفکر ماست آزمون فصل )9(

π رادیان اضافه شود ، کسینوس زاویه ...                                                            ) آموزش و پرورش -87 (                                                                                                                                                  اگر به یک زاویه
          1( زیاد می شود                  2( کم می شود                   3( تغییر نمی کند               4( قرینه می شود  

کدام است ؟                                                                                                              )آزاد - 76 ( cos x17 cos ، آنگاه x = −1  اگر

 1 )4                                 -1 )3                              − 1
2 )2                                 1

2
)1          

، حدود تغییرات m کدام است ؟     )سراسری - 77( tan
m

α =
−

2
1

و π < α < π3
4

 با فرض

 m− < < −2 1 )4                  m− < <1 1 )3                           m < 1 )2                        m < −1 )1          

sin کدام است ؟      )سراسری -84 ( cos
cos sin

−
+

160 200
110 70

� �

� �
sin cos
cos sin

−
+

160 200
110 70

� �

� �
sin cos
cos sin

−
+

160 200
110 70

� �

� �
sin cos
cos sin

−
+

160 200
110 70

� �

� �
sin cos
cos sin

−
+

160 200
110 70

� �

� �
tan ، حاصل  /=20 0 36  اگر

31
16  )4                              17

8  )3                              15
8

 )2                                9
4  )1          

کدام است ؟            )آزاد -83 ( sin x cos x (tan x cot x)
sin xcos x

+ − +
4 4 2

2 2
 حاصل عبارت

 0 )4                                 -1 )3                                   2 )2                                  -2 )1          

کدام است ؟          ) آموزش و پرورش -87 ( cos x sin x
sin x cos x

−
−

3 باشد مقدار عددی  tan x = 2  اگر 

 -2 )4                                 -1 )3                                    2 )2                                    1 )1          

باشد ، حدود تغییرات m کدام است ؟     )سراسری -71 ( tan x m
tan x m

− −=
+ +

1 1
1 2

xπ و π− < <4 4
 اگر

 m < −2 )4                          m > 1 )3                 m− < <2 1 )2                  m− < <1 2 )1          

کدام است ؟       )سنجش -87 ( cos(x ) sin(x ) cos(x )π π π+ + + − +2 3 6
 حاصل

 cos x sin x− )4                        cos x2 )3                          sin x2           1( صفر                               2(

)سراسری - 64( برابر است با :    tan β2
3

)tan باشد ، )βα − = −2 3 13
و tan( )βα + = +2 3 13

 اگر 

 3
2 )4                                2

3
)3                             − 2

3 )2                              − 3
2 )1          

کدام است ؟                   )گزینه ی 2 - 84 ( sin a cosa.
cos a cosa+ +

2
1 2 1  ساده شده ی عبارت

 acot 2
)4                            cot a )3                           tana )2                          atan 2 )1          

برابر کدام است ؟      )سنجش -86 ( ( tan x)(cos x sin x)
cos x

+ + −2 2 2
2

1 1  حاصل عبارت

 2 )4                                    1 )3                                    0 )2                         tan x2 )1          

)            )آزاد -86 ( x )π< <0 2 کدام است ؟ cos x cos x
sin x sin x
+ +

+
1 2 4

2 4
باشد ، حاصل کسر  cos x = 1

3
 اگر

 −7 2
4

)4                          7 2
4 )3                         −7 2

8 )2                            7 2
8

)1          

برابر کدام است ؟                    )گزینه ی 2 - 84 ( sin cosπ π+6 6
8 8

 مقدار

 3
4

)4                                1
4 )3                                 3

8 )2                                 5
8 )1          

آزمون شماره ی 1 فصل )9(
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آزمون فصل )9(تفاوت ما در تفکر ماست304

tan چقدر است ؟                )آزاد - 81 ( x2 باشد ، sin x
sin x cos x

=
+

3  اگر

 -3 )4                               12
5

)3                             − 3
2

)2                                 6
5

)1           

sin برابر کدام است ؟        )سراسری - 77 ( .tan( )
sin

+ α π − α
− α

1 2
1 2 4

 حاصل

 cot( )π +α4 )4               tan( )π +α4 )3                     tan+ α1 )2                     tan− α1 )1           

کدام است ؟              )آزاد - 82 ( x π= 7
12

به ازای (sin x cos x )(sin x cos x )+ + + −1 1  حاصل

 -1 )4                                    1) 3                             − 1
2 )2                                 1

2 )1           

کدام است ؟              )آزاد - 82( sin xcos x
1

sin باشد ، حاصل x cos x
sin x cos x

+ =
−

2 23  اگر

 − 17
4

)4                               17
4

)3                          − 65
8

)2                              65
8

)1           

چقدر است ؟              )آزاد - 79( cos x
cos x

−
+

1
1

باشد ، حاصل کسر  xtan = 22  اگر

 2 )4                             2
2

)3                                 1
2

)2                                    2 )1          

چقدر است ؟            )آزاد -78 ( [ sin sin ][ cos cos ]π π π π− −3 38 6 8 636 36 36 36
 حاصل عبارت

  − 1
2 )4                                  -1 )3                                1

2 )2                                    1 )1           

برابر کدام است ؟                )آزاد -75 ( sin cos+50 3 50  حاصل

cos3 20 )4                       cos2 20 )3                         cos2 10 )2                      cos2 110 )1           

sin برابر کدام است ؟         )سراسری - 78( x cos x cos x
sin x

−3 22
 حاصل عبارت

− 1
2 )4                            sin x )3                           cos x )2                                 1

2 )1           

برابر کدام است ؟        )سراسری - 81( cos sinπ π   + α −α   
   

2 4 4  ساده شده ی عبارت 

sin− α1 2 )4                   sin+ α1 2 )3                        cos α2 )2              cos sinα − α )1           

x کدام است ؟              )آزاد -83 ( π= 24 cos به ازای x cos x
sin x sin x

+
+

2 6
2 6

 حاصل کسر

-1 )4                                   1 )3                            3
3

)2                              3 )1           

برابر است با :              )آزاد -84 (
sin x sin x sin x

cos x cos x cos x
− + −

+ +
2 4

2 4  حاصل کسر

tan x− 2 )4                        tan x− )3                         tan x2 )2                          tan x  )1           

cos کدام است ؟          )سراسری - 82 ( . cos165 105  حاصل

)4                                 1
4

)3                             − 1
4

)2                             − 1
2

)1           

آزمون شماره ی 1 فصل )9(
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305 تفاوت ما در تفکر ماست آزمون فصل )9(

کدام است ؟                        )سراسری -80( tana tanb+ ، حاصل  a b aπ+ = −2
 اگر

cosb
1 )4                          

sina
1 )3                            cosa )2                           sinb )1           

کدام است ؟             )آزاد - 81( sin x cos x=  تمام جواب های معادله ی

kx π π= +4 2 )4                      x k= π2 )3                 x kπ= + π4 )2              x kπ= + π24
)1          

]چند ریشه دارد ؟           )آزاد - 83( ], π0 در بازه ی  (sin x )+ − =2 91 04
 معادله ی 

1 )4                                  3 )3                                   2 )2                                    4 )1          

] چند ریشه دارد ؟         )آزاد - 85( ], π0 2 در بازه ی ( sin x )( sin x ) ...( sin x )=− − −2 2 22 1 2 2 2 10 0  معادله ی
10 )4                                   2 )3                                   6 )2                                    4 )1          

)گزینه ی دو-84( i کدام است ؟  می باشد ، مجموعه ی مقادیر k i ππ + 4
به شکل cos xcos x =2 0  جواب کلی معادله مثلثاتی

{ , , }1 3 5 )4                        { , , }1 2 3 )3                       { , , }1 2 5 )2                       { , , }2 3 4 )1          

عبارت است از :           )آزاد - 77( sin(x ) cos(x )π π+ + + =52 38 8
 جواب کلی معادله ی

x             4( جواب ندارد  k π= π + 52 8
)3              x k π= π + 3

8
)2            x k π= π + 32 8

)1          

کدام است ؟    )سراسری-78 ( sin sin( x)sin( x)π π+ + π + =5 06 2
 جواب کلی معادله ی مثلثاتی

k ππ +2 2 )4                     k ππ ±2 4 )3                       k ππ − 4 )2                       k ππ + 4 )1          

)گزینه ی دو-87( )  چند جواب دارد ؟    , )π0 2 در فاصله ی  sin xcos x cos xsin x+ = 12 3 2 3 2  معادله ی 

          1( 2ریشه                           2( 6 ریشه                          3( 10ریشه                          4( 14ریشه

cos روی دایره ی مثلثاتی راس های کدام چند ضلعی است ؟        )سراسری -76 ( x sin( x)π+ + =2 02  انتهای کمان های جواب معادله ی

          1(  مربع                             2( مثلث قائم الزاویه            3( مستطیل                       4( مثلث متساوی الاضلاع                           

] چند ریشه دارد ؟            )آزاد-85( ], π0 2 sin در بازه ی  xcos x cos x= − 1
2

2  معادله ی

0 )4       2 )3                               1 )2                      4 )1          
] چند ریشه دارد ؟             )آزاد-86( ], π0 2 در بازه ی tan x cot x+ = 3  معادله ی 

 4 )4                                   2 )3                                   1 )2                                     0 )1          
کدام است ؟    )سراسری-86 ( kx π≠ 2

با شرط sin x sin x sin x+ + =2 3 0  جواب کلی معادله ی مثلثاتی 

k ππ ± 3 )4                     k ππ ± 6
 )3                   k ππ ± 22 3

)2                    k ππ ±2 3
 )1          

cos کدام است ؟       )سراسری-76( x cos x cos x= 23  جواب کلی معادله ی 

k ππ ±2 2
)4                      k ππ + 2

)3                                kπ )2                              kπ
2

)1          

کدام است ؟       )سنجش-85( tan x cot x=4  مجموع جواب های حاده ی معادله ی 

π4
5 )4                             π3

5
)3                               π2

5
)2                                π5 )1          

آزمون شماره ی 2 فصل )9(
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] چند جواب دارد ؟     )سنجش-86( ], π0 2 در بازه ی sin xcos x cos xsin sin xcos x+ =3 3 2  معادله ی مثلثاتی

9 )4                                  8 )3                                   5 )2                                    4 )1          
] چند ریشه دارد ؟          )آزاد-84( ], π0 2 sin در بازه ی x sin x sin x+ + =2 32 5 8  معادله ی

4 )4                                   1 )3                                    0 )2                                    2 )1          

cos کدام است ؟       )سنجش-87( x(cos x sin x)+ =2 1  جواب معادله ی 

 k ππ − 8 )4                      k ππ + 8 )3                     kπ π−2 8 )2                     kπ π+2 8 )1          

کدام است ؟                   ) سراسری-78( cos x sin x+ =2 3 2 1  یکی از جواب های کلی معادله ی مثلثاتی

k ππ + 3 )4                      k ππ + 6 )3                       k ππ − 3 )2                       k ππ − 6
)1          

cos به کدام صورت است ؟      )سراسری-86( x
sin x
− =1 2 32

 جواب کلی معادله ی مثلثاتی

k ππ + 3 )4                    k ππ + 5
6

)3                     k ππ +2 3 )2                   k ππ + 52 6
)1          

sin کدام است ؟     )سراسری-77( x sin x sin xcos x+ =3 4  جواب کلی معادله ی مثلثاتی 

( k ) π+2 1 4
)4                      k ππ ± 2 )3                              kπ

4
)2                              kπ

2 )1          

]cos کدام است ؟              )آزاد-75( sin ( ) cos ( )]− −− + −1 13 12 2 2  حاصل عبارت 

1 )4                                   0 )3                                   1
2 )2                            − 1

2 )1          

برابر کدام است ؟       )سنجش-87( tan[ tan ( )]−π − 15 3
4 2

 ساده شده ی عبارت

    − 1
5

)4                             − 1
2 )3                                    2 )2                                   5 )1          

کدام است ؟        )سراسری-70( cos ( ) sin ( )− −− −1 13 3
5 5

 حاصل

  − π2
3 )4                             −π2 )3                                π2 )2                                  π )1          

کدام است ؟              )آموزش و پرورش-86( cos[ sin ( )]−1 52 13
 مقدار عددی

 119
169 )4                            117

169
)3                             115

169 )2                             113
169

)1          

sin(A کدام است ؟                                                                         )سنجش-78( B)
cos AcosB

+ −2 1
4

A باشد ، حاصل  B π− = 6
  اگر 

1 )4                      1
2 )3             tan A )2                          tanB )1  
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