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دبیرستان کمالموضوع ریاضی عمومی پیش دانشگاهی و پایه( * کاربرد مشتق)

 
دامنه ي تعریف تابع   است. ( مخرج منفی است پس ریشه ي حقیقی ندارد) 1.گزینه 1

 

 
حال مقادیر تابع را به ازاي نقطه ي بحرانی و دو سر بازه  به دست می آوریم: 

 

 
پس جواب   می شود.

2.گزینه 1

 
می دانیم:  

 
دامنه ي تعریف تابع داده شده،  است، براي پیدا کردن طول نقطه ي عطف، از تابع دو بار مشتق می گیریم.

 
 

در  جهت تقعر تابع تغییر می کند. هم چنین در این نقطه، تابع مشتق پذیر است، بنابراین  طول نقطه ي عطف تابع است.
3.گزینه 3

 

 
  ریشه مخرج و مجانب قائم است و   مجانب مایل تابع است زیرا:  
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بنابراین مساحت خواسته شده در صورت سوال برابر است با:    

 
کافی است مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی بدست آورده و با هم مقایسه کنیم. 4.گزینه 3

 
ابتدا طول نقاط بحرانی را می یابیم: 

 
 

 
بنابراین کمترین مقدار تابع برابر  است.

ابتدا نقاط ماکسیمم و مینیمم نسبی را به دست می آوریم و سپس شیب خط گذرنده از دو نقطه، را بدست می آوریم که 5.گزینه 4

 
ها می سازد. نشان دهنده ي تانژانت زاویه اي است که خط، با جهت مثبت محور 
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ابتدا   را تجزیه و سپس آن را تعیین علامت می کنیم: 6.گزینه 1

7.گزینه 4

 

 
دامنه تعریف تابع،  می باشد. 8.گزینه 3

 
 
مخرج) مشتق وجود ندارد. حال به ازاي  مشتق را تعیین علامت می کنیم. به ازاي  (

 
براي نزولی بودن یک تابع مشتق پذیر می بایست   و براي تقعر رو به بالا بودن باید  باشد.  9.گزینه 3

10.گزینه 4

 

مشتق دوم وجود ندارد   
x

f

∞03 +∞
f

2 3 2

تعریف نشده

(x) = 6 − 18x+ 12 = 0 ⇒ − 3x+ 2 = 0 ⇒f
′

x2 x2
⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪
x = 1 A(1, 6) : نسبی Max−→−

تابع

x = 2 B(2, 5) : نسبی Min−→−
تابع

= = = tanα = −1 ⇒ α =mAB
−yA yB
−xA xB

6 − 5
1 − 2

135∘

f ′

(x) = (1 −x)(1 +x)(x)(x+ 1) ⇒ (x) = (1 −x)x = 0 ⇒ x = −1 , 0 , 1f ′ f ′ (x+ 1)2

x

f ′

f

−∞
−
↘

−1
0 −

↘

0
0

Min

+
↗

1
0

Max

+∞
−
↘

y = ⇒ = = 0 ⇒ x = ±1 ⇒
x

+ 1x2 y′ + 1 − 2x2 x2

( + 1)x2 2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 1 y = A−→−
تابع 1

2
∣

∣

∣
∣

1
1
2

x = −1 y = −−→−
تابع 1

2 A
′
∣

∣

∣
∣

−1

−
1
2

A = = =A′ (1 + 1 + ( +)2 1
2

1
2

)2
− −−−−−−−−−−−−−−−√ 4 + 1

− −−−√ 5
−−√

x > 0

= 2x− = = 0 → x = ±1y′ 2
x

2 − 2x2
x

x = 0= 0x > 0
x

y′

y

−∞ 0
−
↘

1
0
1

Min

+
↗

+∞

< 0y′> 0y′′

x ∈ (1, 2)

= 3 − 6x = 3x(x− 2) ⇒ 0 < x < 2y′ x2 x

y′
−∞

+
0
0 −

2
0 +

+∞

= 6x− 6 = 6(x− 1) ⇒ x > 1y′′ x

y′′
−∞

−
1
0 +

+∞

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

− →−−−−
اشتراك

f(x) = = − ⇒ (x) = − ⇒ (x) = − +
3 −x2

x3
3
x3

1
x

f ′ −9x2

x6
−1
x2 f

′ 9
x4

1
x2

⇒ (x) = + ⇒ (x) = − =f ′′ 36x3

x8
−2x
x4 f

′′ 36
x5

2
x3

36 − 2x2

x5

36 − 2 = 0 ⇒ = 18 ⇒ x = ±3x2 x2 2
−−√

= 0 ⇒ x = 0 ⇒x5



,2)پس در بازه ي  تقعر تابع رو به بالا است، دقت کنید که   است. 4)3 > 42
−−√
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11.گزینه 4

12.گزینه 2

 
می دانیم:  

 
کافی است که از تابع داده شده دو بار مشتق بگیریم و توجه کنید که دامنه ي تعریف تابع  است.

 

به ازاي  ، مشتق دوم وجود ندارد و چون در دامنه ي تعریف تابع قرار ندارد طول عطف نمی باشد.

 جهت تقعر تابع در   تغییر می کند وتابع در این نقطه، پیوسته است و خط مماس واحد دارد، �س

 ، طول تنها نقطه ی عطف تابع است.

 

2--

f
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تعریف نشده

 
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. 13.گزینه 1

 
دامنه ي تعریف تابع  است.

 

 

 بنابراین از به هم وصل کردن نقاط بحرانی، �ک مثلث همانند شکل مقابل ا�جاد می شود. که مساحت آن برابر با  

  است.
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اگر براي  در بازه ي  داشته باشیم:  آنگاه  در این بازه نزولی است و تقعر رو به بالا دارد. 14.گزینه 3

 

 

از اشتراك این دو جواب به پاسخ  می رسیم. (دقت کنید دامنه تعریف تابع، مجموعه اعداد حقیقی است)
ابتدا با تقسیم، مجانب مایل تابع را می یابیم: 15.گزینه 1
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مجانب هاي قائم تابع   مخرج

 
با توجه به شکل مقابل کافی است، مساحت ذوزنقه را بیابیم:
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می دانیم:   16.گزینه 4

 
دامنه ي تعریف تابع  است. حال از تابع دو بار مشتق می گیریم: 

چون  است مشتق دوم همواره مثبت است در نتیجه تابع نقطه ي عطف ندارد (چون در هیچ نقطه اي جهت تقعر تابع عوض

 
نمی شود.) 

 
تابع مجانب افقی  دارد. بنابراین:  17.گزینه 4

 

 
 طول نقطه ي  است پس مشتق تابع به ازاي  برابر صفر است یعنی  پس: 

 
مشتق دوم باید منفی باشد. 18.گزینه 3

 

گزینه سوم زیر مجموعهاي از جواب بدست آمده است.
19.گزینه 3

 
 

 باتوجه به جدول تعیین علامت مشتق، نقطه ی  طول مینیمم نسبی تابع است.
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حد راست و چپ تابع را در اطراف  یعنی مجانب قائم تابع حساب می کنیم و جواب هر دو حد طبق شکل باید  20.گزینه 3
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بنابراین باید داشته باشیم : 

21.گزینه 1
 ضابطه ی  را می نو�سیم:

 
 

 
 با تقسیم صورت بر مخرج، مجانب مایل تابع را به دست می 

آور�م:

مجانب مایل   

 
  

براي پیدا کردن مجانب افقی از تابع، حد در بی نهایت می گیریم براي این منظور، عبارت را در مزدوجش ضرب و 22.گزینه 3

 
تقسیم می کنیم.

 
 

 
 مجانب افقی 

 
مجانب افقی 

 فاصله دو مجانب افقی

 
منظور از بیشترین شدت نزول، کمترین مقدار مشتق تابع است.  23.گزینه 1

 
مشتق تابع، درجه ي دوم است و کمترین مقدار تابع درجه ي دوم، عرض رأس سهمی است. 

 

 
براي آنکه تابع صعودي باشد و تقعر آن روبه پائین باشد باید  و  باشد.  24.گزینه 4

 

 

از اشتراك  و  به جواب  می رسیم.

 
براي راحتی در مشتق گرفتن، ابتدا تابع را تفکیک می کنیم.  25.گزینه 2
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، مشتق وجود ندارد  و   در 
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0 3
0
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∞
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واضح است در  یک  نسبی وجود دارد. 

 
نقاط اکسترمم نسبی پیوسته و مشتق پذیر داراي  خاصیت هستند: 26.گزینه 4

) طولشان، مشتق را صفر می کند. ) در تابع صدق می کنند  و  

 

 در اطراف  جهت تقعر عوض می شود ولی چون در دامنه ی تعر�ف تابع

قرار ندارد نقطه ی عطف نمی باشد.

27.گزینه 3

 
کافی است مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی بدست آورده و با هم مقایسه کنیم.

 

 
کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.

28.گزینه 2

 
 
حال به کمک آزمون مشتق اول،  یا  بودن آن را تعیین می کنیم.

29.گزینه 1

 

 
 صفر نمی شود و به ازاي  , وجود ندارد.
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+∞

f(x) = 2x+ → (x) = 2 + → (x) = − =x

1
3 f ′ 1

3
x

−
2
3

f ′′ 2
9
x

−
5
3 −2

9 x5−−−√3

y′′x = 0y′′

(−3, 3)⇒
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30.گزینه 2

 
طول نقطه ي عطف: 

 
قبل از نقطه ي عطف تقعر رو به بالا و بعد از آن تقعر رو به پایین است.  

و در ضمن  می باشد یعنی شیب خط مماس در نقطه ي عطف، منفی است پس نمودار تابع در اطراف نقطه ي عطف به

است. صورت

31.گزینه 2

 

در  و  مشتق دوم تغییر علامت می دهد (هر دو  بدست آمده ریشه ي ساده  می باشند) و در نتیجه تقعر تابع

تغییر می کند.
32.گزینه 4

 
کافی است مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی بدست آورده و با هم مقایسه کنیم.

33.گزینه 4

 

 
براي این که تابع  داراي دو نقطه ي عطف متمایز باشد معادله ي  باید داراي دو ریشه ي متمایز باشد یعنی  باشد.

 
براي حل این تست از رسم شکل کمک می گیریم. 34.گزینه 2

 
 

2_

1

3_

33_
2

f(x) = −x+ 1 → (x) = −3 − 1 → (x) = −6x = 0 → x = 0−x3 f ′ x2 f ′′

⟹

x

y′′

y

−∞

+

∪

0
0 −

∩

+∞

(0) = −1f ′

y = Ln(2 + cosx) → = → =y′ − sinx
2 + cosx

y′′ − cosx(2 + cosx) − (− sinx)(− sinx)

(2 + cosx)2

= = = = 0−2 cosx− cos x− sin x2 2

(2 + cosx)2
−2 cosx− (cos x+ sin x)2 2

(2 + cosx)2
−2 cosx− 1
(2 + cosx)2

→ cosx = − = cos(π− ) = cos →
1
2

π

3
2π
3

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪
x = 2kπ+α = 2kπ+ x =

2π
3 →

k=0 2π
3

x = 2kπ−α = 2kπ− x =
2π
3 →

k=1 4π
3

x =
2π
3

x =
4π
3

xy′′

y = x+ → = 1 − = 0 → 1 = → = 4
4

x+ 1
y′ 4

(x+ 1)
2

4

(x+ 1)
2 (x+ 1)

2

→{x+ 1 = 2 → x = 1
x+ 1 = −2 → x = −3 غ ق ق(در بازه قرار ندارد)

f(0) = 4 , f(1) = 3 , f(2) = → مطلق Max = 410
3

f(x) = + − 3a + 5 → (x) = 4 + 3 − 6axx4 x3 x2 f ′ x3 x2

→ (x) = 12 + 6x− 6a = 0 → 2 +x−a = 0f ′′ x2 x2
f(x) = 0f ′′Δ > 0

Δ > 0 → − 4ac > 0 → 1 + 8a > 0 → 8a > −1 → a > −b2 1
8

y = − 3x2
y = 3 − 2x → A , B

∣

∣
∣
1
1

∣

∣
∣

0
3



1

1

2

3
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  از ترکیب این دو شکل، شکل زیر حاصل می گردد.

1

2_

1

 
دقت کنید اگر  باشد در این صورت  طول  نسبی است و اگر  باشد در این صورت  طول 

 
نسبی است بنابراین  نمی تواند سه مقدار صحیح  و  و  را قبول کند.

 
باتوجه به صورت سوال،  طول نقطه ي عطف تابع است. 35.گزینه 3

 
  

چون در صورت سوال گفته شده است اول تقعر رو به بالا و سپس رو به پائین است باتوجه به شکل هاي تابع درجه ي سوم باید ضریب 
 ، منفی باشد بنابراین هر دو جواب قابل قبول هستند.

36.گزینه 2

 
می دانیم:  

 
کافی است از تابع داده شده دو بار مشتق بگیریم.

37.گزینه 3

 

 
براي پیدا کردن مجانب مایل، کافی است صورت را بر مخرج تقسیم کنیم.

 

 
دقت کنید ریشه ي باقی مانده، طول نقطه ي برخورد مجانب مایل با تابع است.

 
ابتدا باید با دو بار مشتق گیري، طول نقطه ي عطف تابع را بدست آوریم. 38.گزینه 2

a ≥ 1x = 1Maxa < −2x = 1Min

a−2−10
x = 4

= → 4 = → 4 = → − 4a+ 3 = 0 {xعطف
−b

3a
−( + 3)a2

3( a)−1
3

+ 3a2
a

a2 − →−−−−−−−−−−
جمع ضرایب=0 a = 1

a = = 3c
a

x3

y = → =eu y′ u′eu

y = → = (3 − 2x) ⋅ → = −2 + (3 − 2x) ⋅ (3 − 2x)e3x−x2
y′ e3x−x2

y′′ e3x−x2
e3x−x2

= (−2 + ) = 0 → = 2e3x−x2  
+

(3 − 2x)
2

(3 − 2x)
2

→ → + = + = = 3

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

3 − 2x = → =2−−√ x1
3− 2√

2

3 − 2x = − → =2−−√ x2
3+ 2√

2

x1 x2
3 − 2−−√

2
3 + 2−−√

2
6
2

f(x) = =
+x3 x2

+ 1 − 2x+ 1x2
+x3 x2

− 2x+ 2x2

→ y = x+ 3 : مجانب مایل

+x3 x2 ∣

∣
∣

− 2x+ 2x2

x+ 3
− + 2 − 2xx3 x2

3 − 2xx2
−3 + 6x− 6x2

4x− 6

4x− 6 = 0 → x = = 1٫5
6
4



x

y
y

1
_ +

0_

+
∞∞ +_

ناحیه ي دوم ناحیه ي سوم ( sin x 0 )( sin x 0 ) π

0

x

f
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به ازاي   برابر صفر است و به ازاي  وجود ندارد.

 
 

از روي جدول، واضح است  طول نقطه ي عطف تابع است حال، کافی است

 
مقدار مشتق را به ازاي  حساب کنیم.

39.گزینه 1

 
مماس افقی 

 
 
، مشتق دوم را تعیین علامت می کنیم. در اطراف 

 
 
 

بنابراین در  ، ابتدا تقعر رو به پائین و سپس تقعر رو به بالا

 
می باشد.

البته توجه کنید چون مشتق تابع یعنی  همواره بزرگتر مساوي صفر است بنابراین تابع صعودي است و گزینه  صحیح
می باشد.

 
باتوجه به شکل، مشخص است که طول نقطه ي عطف این تابع، منفی است. 40.گزینه 4

گزینه ي  یا  صحیح است  

 
این شکل تابع درجه سوم، حالتی است که مشتق تابع ریشه ي حقیقی ندارد.

 

 
واضح است که  باید منفی باشد.

نقطه ي  محل برخورد دو مجانب افقی  و  قائم تابع است بنابراین  مجانب قائم  و  مجانب افقی تابع 41.گزینه 2

 
می باشند.

  : مجانب قائم

 : مجانب افقی

 
هم چنین مشتق تابع در  برابر صفر است.

 

 
بنابراین تابع به صورت  در می آید بنابراین داریم:

 

= − → = + = ( + )y′ 5
3 x

2
3 10

3 x
−

1
3 y′′ 10

9 x
−

1
3 10

9 x
−

4
3 10

9 x
−

1
3 x

−
4
3

= ( + ) = ( + ) = ( )
10
9

1
x−−√3

1

x4−−−√3
10
9

1
x−−√3

1
x x−−√3

10
9

x+ 1
x x−−√3

، x = −1y′′، x = 0y′′

x = −1
x = −1

= − → (−1) = + = = 5y′ 5
3

x2−−−√3 10
3 x−−√3

y′ 5
3

10
3

15
3

(x) = 1 + cosx → (π) = 1 − 1 = 0 →f ′ f ′

(x) = − sinx → (π) = 0f ′′ f ′′

x = π

x = π

(1 + cosx)1

34= < 0 → < 0 → < 0 → b < 0 →xعطف
−b

3a
−b

−6
b

6

= −6 + 2bx+ c − 4ac < 0 → + 24c < 0y′ x2 − →−−−
Δ<0

b2 4b2 
+

c

A
∣

∣
∣
1
1

x = 1y = 1

x = 1 1 + c− 3 = 0 → c = 2− →−−−−−−−−−−
ریشه ي مخرج است

y = 1 → = a = 1 → a = 1lim
x→±∞

ax2

x2
x = −1

f(x) = → (x) =
+ bxx2

+ 2x− 3x2 f ′ (2x+ b)( + 2x− 3) − (2x+ 2)( + bx)x2 x2

( + 2x− 3)x2 2

(−2 + b)(−4) − 0 = 0 → 8 − 4b = 0 → b = 2− →−−−−−−
(−1)=0f ′

f(x) =
+ 2xx2

+ 2x− 3x2

f(−4) = =
16 − 8

16 − 8 − 3
8
5



 
کافی است از تابع، مشتق گرفته و بزرگتر از صفر قرار دهیم.  42.گزینه 2
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در ابتدا، ریشه هاي مشتق را بدست می آوریم.  43.گزینه 2

 
از روي جدول، مشخص می شود که طول نقطه ي  تابع برابر  می باشد. 

 
از طرفی طول نقطه ي  تابع برابر  می باشد. این طول را در تابع قرار داده تا عرض  بدست آید. 

 
واضح است که نقطه ي  در ناحیه ي دوم قرار دارد. 

 
مجانب قائم در ابتداي بازه است یعنی  مجانب قائم تابع است.  44.گزینه 2

  مجانب قائم

 
ها مماس شده است پس معادله ي تلاقی منحنی با خط  باید داراي ریشه ي مضاعف مثبت باشد.  منحنی در سمت راست محور 

  

  

پس تابع به صورت  در می آید که براي پیدا کردن معادله ي مجانب مایل آن، کافی است صورت را بر مخرج

 
تقسیم کنیم. 

  

عرض نقطه ي برخورد دو مجانب 

y = x ⋅ → = + (1 − 2x)(x) = (1 +x− 2 ) > 0 → −2 +x+ 1 > 0ex−x2
y′ ex−x2

ex−x2
ex−x2  

+
x2 x2

→ → x ∈ (− , 1)
x

y′

−∞

−

−
1
2

0 +

1

0 −

+∞ 1
2

f(x) = − +a → (x) = 5 − 20 = 5 ( − 4) = 0 → x = 0,x = 2,x = −2x5 20
3
x3 f ′ x4 x2 x2 x2

→

x

y′

y

−∞

+

↗

−2
0

Max

−

↘

0
0 −

↘

2
0

Min

+

↗

+∞

Min2

Min → 21 = 32 − +a → a =|221 − →−−−−−−
صدق در تابع 160

3
1
3

Max−2Max

= − + = −32 + + =yMax (−2)
5 20

3
(−2)

3 1
3

160
3

1
3

→ Max
65
3

∣

∣
∣
−2

65
3

Max

x = −1

: x = −1 −1 + b = 0 → b = 1− →−−−−−−−
صدق در خرج

xy = 0

{ +ax+ 4 = 0 معادله ي تلاقی: Δ = 0 → − 4ac = 0y =
+ax+4x2
x+1

y = 0
− →−−
تلاقی

x2 − →−−−−−−−−−−−
شرط ریشه ي مضاعف

b2

→ − 16 = 0 →a2
⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪
a = 4 + 4x+ 4 = 0 → = 0 → x = −2 −غ ق ق →−−−−−−−

معادله ي تلاقی
x2 (x+ 2)

2

a = −4 − 4x+ 4 = 0 → = 0 → x = 2 −ق ق →−−−−−−−
معادله ي تلاقی

x2 (x− 2)
2

y =
− 4x+ 4x2

x+ 1

− 4x+ 4x2 ∣∣  x+ 1
– ––––––

      x− 5      → x = x− 5 : −مجانب مایل −xx2
– –––––––

− 5x+ 4
5x+ 5
– –––––

   9

{ y = −6y = x− 5
x = −1 − →−−

دستگاه
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45.گزینه 4

 
ابتدا قدر مطلق را با تعیین علامت، حذف می کنیم.

 

 

 
کافی است از تابع، حد در بی نهایت بگیریم و براي این منظور از هم ارزي و اندروالسی استفاده می کنیم.  46.گزینه 1

  

 
   

، یعنی  معادله ي  نمی تواند نشان دهنده ي مجانب افقی باشد زیرا معادله ي مجانب افقی به صورت  است و ضریب 
 هرگز نمی تواند صفر شود ولی معادله ي  اگر ضریب  صفر باشد می تواند مجانب افقی باشد.

مجانب مایل: 

دامنه ي تعریف تابع داده شده،  می باشد و براي آنکه تقعر منحنی روبه  بالا باشد کافی است از تابع، دوبار مشتق گرفته 47.گزینه 2

 
و بزرگتر از صفر قرار دهیم. 

 
  

  

 
نقطه ي عطف در تابع، صدق می کند و طولش، مشتق دوم را صفر می کند 48.گزینه 4

 

 
تابع داده شده، یک تابع گلدانی است آن را رسم می کنیم.  49.گزینه 2

 
11

f(x) ={ → (x) =+xx2
− −xx2

x ≥ 0
x < 0

f ′
⎧
⎩⎨

2x+ 1
موجود نیست
−2x− 1

x > 0
x = 0 (ریشه ي ساده ي داخل قدر مطلق)
x < 0

(x) = 0 →f ′
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

2x+ 1 = 0 → x = − است غیر قابل قبول است x > 0 1 باتوجه به آنکه
2

−2x− 1 = 0 → x = − است قابل قبول است x < 0 1 باتوجه به آنکه
2

f(0) = 0 ,  f(− ) =  ,  ,  → −2 + 2 = 01
2

1
4

f(−2) = 2
مطلق Min

f(1) = 2
مطلق Max

y = (x+ ) = (x+ |x− |)lim
x→±∞

lim
x→±∞

a − 4xx2− −−−−−−√ lim
x→±∞

a−−√
4

2a

x → +∞ : y = x+ − → y = (1 + )x− (I)ax−−√
4 a−−√

2a
a−−√

2 a−−√

a

x → −∞ : y = x− + → y = (1 − )x+ (II)ax−−√
4 a−−√

2a
a−−√

2 a−−√

a

(I)y = xعدد

1 + a−−√(II)x

1 − = 0 → a = 1a−−√

a = 1 y = 2x− → y = 2x− 2−→
I 2 1−−√

1
R

y = Ln( + 1) → = → =x2 y′ 2x
+ 1x2 y′′ 2( + 1) − 2x(2x)x2

( + 1)x2 2

= = > 0 → −2 + 2 > 0 → −2 > −2 → < 1
2 + 2 − 4x2 x2

( + 1)x2 2
−2 + 2x2

( + 1)x2 2  
+

x2 x2 x2

→ −1 < x < x یا 1 ∈ (−1, 1) → Max(b−a) = 1 − (−1) = 2

2 = a( ) + ( ) + b → 2 = + + b → + b =
∣

∣
∣
π
6
2

− →−−
صدق 1

2
3
−−√ 3−−√

2
a

2
3
2

a

2
1
2

= a cosx− sinx → = −a sin  x− cosx
∣

∣
∣
π
6
2

− →−−−−−−−−−−−−−−
را صفر می کند ′′yطولش

y′ 3
−−√ y′′ 3

−−√

→ 0 = −a( ) − ( ) → = − → a = −3 , − + b = → b = 2
1
2

3
−−√ 3−−√

2
a

2
3
2

3
2

1
2

  →

x < −1 :

−1 ≤ x ≤ 1 :

x > 1 :

y = −x− 1 −x+ 1 → y = −2x
y = x+ 1 −x+ 1 → y = 2
y = x+ 1 +x− 1 → y = 2x



,1−]بازه ي  بزرگ  ترین بازه اي است که تابع داده شده روي آن صعودي است. +∞)
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، طول نقطه ي عطف است و در ضمن در  مماس افقی است یعنی شیب خط مماس در  صفر است 50.گزینه 1

 
یعنی  است.

 

 
بنابراین  می باشد.

51.گزینه 1

 
حال باید مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول هاي نقاط بحرانی بدست آورید. 

 
این تابع داراي دو مجانب قائم با طول مثبت است بنابراین مخرج باید داراي  ریشه ي متمایز مثبت باشد.  52.گزینه 1

گزینه ي  حذف می شود. 
گزینه ي  حذف می شود.  ضرب دو ریشه

گزینه ي   حذف می شود.  جمع دو ریشه

 
مرکز تقارن تابع درجه ي سوم همان نقطه ي عطف تابع است. 53.گزینه 1

 

 
چون نقطه ي عطف روي محور طول قرار دارد پس عرض آن صفر است.

است بنابراین  ریشه ي مضاعف مخرج است پس چون شکل تابع در اطراف مجانب قائم به صورت 54.گزینه 4

 
داریم:

 
 
 طول نقطه ي  تابع است بنابراین   است.

55.گزینه 4

 
چون حاصل حد، عددي غیر صفر است، پس باید درجه ي صورت و مخرج برابر باشد. پس:  

x = 2x = 2x = 2
(2) = 0y′

= → 2 = → a = 2xعطف
−b

3a
−a

3( )
−1
3

= − + 2ax+ b 0 = −4 + 2(2)(2) + b → b = −4y′ x2 − →−−−−−
(2)=0y′

a− b = 2 − (−4) = 6

f(x) = − 8 → (x) = 4 − 16x = 4x( − 4) = 0 →x4 x2 f ′ x3 x2
⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x = 0
x = 2
x = −2 غ ق ق(در بازه قرار ندارد)

→ 9 − (−16) = 25

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

f(0) = 0
f(2) = −16 → Minمطلق

f(−1) = −7
f(3) = 9 → Maxمطلق

2
3Δ > 0 → − 4ac > 0 → − 4c > 0 → > 4c →b2 b2 b2

2> 0 → > 0 → c > 0 →c
a

4> 0 → − > 0 → −b > 0 → b < 0 →
b

a

= → = = a = − 3 − 16 = −2 − 16x
عطف

−b

3a
x

عطف
3a
3

−→−
تابع

y
عطف

a3 a3 a3

−2 − 16 = 0 → 2 = −16 → = −8 → a = −2a3 a3 a3

x = 3

2 + bx+ 18 = 2 = 2 − 12x+ 18 → b = −12x2 (x− 3)
2

x2
x = 5Max(5) = 0f ′

f(x) = → (x) =
ax− 5

2(x− 3)
2 f ′ 2a − 4(x− 3)(ax− 5)(x− 3)

2

4(x− 3)
4

8a− 8(5a− 5) = 0 → 8a− 40a+ 40 = 0 → −32a = −40 → a = =− →−−−−−
(5)=0f ′ 40

32
5
4

= = 4lim
x→±∞

(a+ 3) + 4 + 3x3 x2

b − 1x2

a+ 3 = 0 ⇒ a = −3

= 4 ⇒ = = 4 ⇒ b = 1lim
x→±∞

4 + 3x2

b − 1x2 lim
x→±∞

4x2

bx2
4
b

⇒ f(x) =
4 + 3x2

1x2
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مجانب هاي قائم:   مخرج

 
محل برخورد مجانب ها، دو نقطه ي   و  است. پس:

 
نقطه ي  نقطه ي  تابع است، پس در تابع صدق می کند و طولش،  را صفر می کند. 56.گزینه 3

 
باتوجه به شکل  نقطه ي عطف است چون خط مماس بر منحنی در این نقطه از منحنی عبور می کند. 57.گزینه 3

 
براي تعین نقطه ي اکسترمم نسبی، ریشه یا ریشه هاي ساده ي مشتق را می یابیم. 58.گزینه 4

چون در صورت سوال قید شده تابع فقط داراي یک اکسترمم نسبی است پس باید صورت کسر مشتق، فقط یک ریشه ي ساده داشته

 
باشد یعنی صورت از درجه اول است پس  

عرض اکسترمم  

 
کافی است از تابع، مشتق گرفته و سپس آن را تعیین علامت کنیم. 59.گزینه 4

= 0 ⇒ − 1 = 0 ⇒ x = ±1x2

A(1, 4)B(−1, 4)

AB = = 2(1 − (−1) +)2 (4 − 4)
2− −−−−−−−−−−−−−−−−√

∣

∣

∣
∣

1
1
e2

Maxy′

= → = → a+ b− 2 = −2 → a+ b = 0
∣

∣

∣
∣

1
1
e2

− →−−
صدق 1

e2 ea+b−2 e−2 ea+b−2

y = x ⋅ → = + (2ax+ b) ⋅xea +bx−2x2
y′ ea +bx−2x2

ea +bx−2x2

→ = (1 + (2ax+ b)x) (1 + 2a+ b) = 0y′ ea +bx−2x2
− →−−−−−

(1)=0y′
ea+b−2  

+

→ 2a+ b+ 1 = 0 → 2a+ b = −1

{ → a = −1 , b = 1 → =
a+ b = 0
2a+ b = −1

b

2
1
2

A
∣

∣
∣ −

1
3

−2

= → − = → a = bxعطف
−b

3a
1
3

−b

3a

−2 = − a+ b− 4
∣

∣

∣
∣
−

1
3

−2
− →−−−−−−
صدق در تابع 1

27
1
9

→ 2 = − a+ b 54 = −a+ 3b
1

27
1
9

− →−−
×27

{ → a = b = 27 → a+ b = 54a = b

54 = −a+ 3b

f(x) = → (x) =
+kx+ 4x2
+ 2x+ 6x2 f ′ (2x+k)( + 2x+ 6) − (2x+ 2)( +kx+ 4)x2 x2

( + 2x+ 6x2 )2

=
2 + 4 + 12x+k + 2kx+ 6k− 2 − 2k − 8x− 2 − 2kx− 8x3 x2 x2 x3 x2 x2

( + 2x+ 6x2 )2

= =
2 −k + 4x+ 6k+ 8x2 x2

( + 2x+ 6x2 )2
(2 −k) + 4x+ (6k− 8)x2

( + 2x+ 6x2 )2

2 −k = 0 → k = 2

(x) = = 0 → x = −1 → f(−1) = =f ′ 4x+ 4
( + 2x+ 6x2 )2

1 − 2 + 4
1 − 2 + 6

3
5
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و به  ازاي   وجود ندارد.

x

y

y

3 0 3 +͚ ͚
0 0+ +

Min

 
براي پیدا کردن عرض   کافی است که   را در تابع قرار دهیم.

به نقاطی از درون دامنه ي تعریف که در آن نقاط مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد بحرانی گویند. در ابتدا 60.گزینه 2

 
دامنه ي تعریف تابع داده شده را بدست می آوریم.

 
 

 

 

 

 

 
  بنابراین تابع داده شده یک نقطه ي بحرانی دارد.

 
در ابتدا دامنه ي تعریف تابع داده شده را بدست می آوریم و سپس مشتق دوم را تعیین علامت می کنیم. 61.گزینه 2

y = → = = =
− 1x2

x3 y′ 2x( ) − 3 ( − 1)x3 x2 x2

x6
2 − 3 + 3x4 x4 x2

x6
− + 3x4 x2

x6

= = = 0 → 3 − = 0 → x = ±
(− + 3)x2 x2

x6
3 −x2

x4 x2 3−−√

, x = 0y′

Minx = − 3
−−√

x = − = = = × =3
−−√ −→−

تابع
yMin

− 1(− )3−−√ 2

(− )3−−√ 3
3 − 1

−3 3−−√
2

−3 3−−√
3−−√

3−−√
−2 3−−√

9

: +x > 0 → x(x+ 1) > 0 → x ∈ (−∞, −1) ∪ (0, +∞)Df x2 − →−−−−−−
تعیین علامت

x < −1 یا x > 0

f(x) = 2x−Ln( +x) (x) = 2 − = =x2 − →−−−−−−−−−−−−

y=Lnu → =y′ u
′

u
f ′ 2x+ 1

+xx2
2 + 2x− 2x− 1x2

+xx2
2 − 1x2

+xx2

→ 2 − 1 = 0 → = صورت→ = 0 x2 x2 1
2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪

x =
2−−√

2
ق ق

x = −
2−−√

2
غ ق ق (در دامنه قرار ندارد)

→ +x = 0 → x(x+ 1) = 0 =مخرج}→ 0 x2 x = 0 غ ق ق (در دامنه قرار ندارد)
x = −1 غ ق ق (در دامنه قرار ندارد)
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x

y

y

0 3 + ͚
0 +

1

جهت تقعر تابع در یک نقطه تغییر می کند

 
می دانیم:   62.گزینه 3

 
باید فواصلی را پیدا کنیم که     است.

 

 
 

 

 

 

 

 
از تابع داده شده دو مشتق گرفته و مساوي صفر قرار می دهیم. 63.گزینه 1

y = ( + ) = ( + ) → = [0, +∞)x2 5
3

x

1
4 x2 5

3
x−−√

4 Df

y = ( + ) = +x2 5
3

x

1
4 x

9
4 5

3
x

1
4

→ = + → = − = −y′ 9
4
x

5
4 5

12
x

−
3
4 y′′ 45

16
x

1
4 15

48
x

−
7
4 45

16
x

1
4 5

16
x

−
7
4

→ = (9 − ) = (9 − ) = (9 − )y′′ 5
16

x

1
4 x

−
7
4 5

16
x−−√

4 1

x7−−−√4  
⋅x4 x3

5
16

x−−√
4 1

x x3−−−√4

= ( ) →y′′ 5
16

9 − 1x2

x x3−−−√4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

صورت = 0 →

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
x =

1
3

x = −
1
3

غ ق ق (در دامنه قرار ندارد) 

مخرج = 0 → x = 0

y = → = ⋅ , = v+ ueu y′ u′ eu (uv)′ u′ v′

> 0, > 0y′′ y′

= 2x + (−1) = (2x− ) > 0 → x(2 −x) > 0 0 < x < 2 : Iy′ e1−x e1−xx2 e1−x  
+

x2 − →−−−−−−
تعیین علامت

= − (2x− ) + (2 − 2x) = (−2x+ + 2 − 2x) = ( − 4x+ 2) = 0y′′ e1−x x2 e1−x e1−x x2 e1−x  
+

x2

→ Δ = − 4ac = 16 − 8 = 8 →b2
⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪
x = = 2 +

4+2 2√
2 2−−√

x = = 2 −
4−2 2√

2 2−−√

→ → x < 2 − ∪ x > 2 + : II

x

y′′

y

−∞

+

∪

2 − 2−−√
0 −

∩

2 + 2−−√
0 +

∪

+∞

2
−−√ 2

−−√

I ∩ II : x ∈ (0, 2 − ) → Max(b−a) = 2 −2
−−√ 2

−−√
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کافی است در تابع داده شده به جاي    مقدار    وبه جاي   عدد  را جایگزین کنیم.

64.گزینه 2

 

 
حال، نمودار تابع را رسم می کنیم: 

1

با توجه به شکل، نقاط صحیح، نقاط بحرانی از نوع مشتق ناپذیر هستند و در سایر نقاط (خط افقی) مشتق برابر صفر است پس این تابع
بی شمار نقطه ي بحرانی دارد.

از تابع دوبار مشتق گرفته و مساوي صفر قرار می دهیم تا طول نقاط عطف بدست آید و سپس این طول یا طول ها را در 65.گزینه 4

 
مشتق تابع قرار می دهیم تا شیب خط مماس بدست آید.

 

 
توجه کنید:

66.گزینه 4
 

، منفی ترین است براي این منظور کافی است  بیشترین مقدار خود یعنی یک حال، باید نقاطی را بیابیم که در آن نقاط مقدار 
باشد.

y = → = → =
a

+ 1x2 y′ −2ax

( + 1)x2 2 y′′ −2a − 2( + 1)(2x)(−2ax)( + 1)x2 2
x2

( + 1)x2 4

→ = =y′′ −2a + 8a ( + 1)( + 1)x2 2
x2 x2

( + 1)x2 4
( + 1 − 4 )−2a( + 1)x2

  فاکتور

x2 x2

( + 1)x2 4

→ = = 0 → 1 − 3 = 0 → =y′′ −2a(1 − 3 )x2

( + 1)x2 3 x2 x2 1
3

x21
3

y
3
2

= → = → 6a = 12 → a = 23
2

a

+ 11
3

3
2

3a
4

f(x) = [x] → y = f(x+f(−x)) = f(x+ [−x]) = [x+ ][−x]  
صحیح

= [x] + [−x] →{x ∈ Z → [x] + [−x] = 0
x ∉ Z → [x] + [−x] = −1

y = sinx+ cosx → = cosx− sinx = 0 → = − sinx− cosx = 0y′ y′′

→ sinx = − cosx tanx = −1 = tan(− ) x = kπ−− →−−−−
÷ cos x π

4
− →−−−−−−
x=kπ+α π

4

x = , →− →−−−
k=1,2 3π

4
7π
4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪

= cosx− sinx = − − = −y′ − →−−−−

x= 3π
4

y′
2√

2
2√

2 2−−√

= cosx− sinx = + =y′ − →−−−−
x= 7π

4
y′

2√
2

2√
2 2−−√

cos = cos(π− ) = − cos = − , sin = sin(π− ) = sin =
3π
4

π

4
π

4
2−−√

2
3π
4

π

4
π

4
2−−√

2

cos = cos(2π− ) = cos = , sin = sin(2π− ) = − sin = −
7π
4

π

4
π

4
2−−√

2
7π
4

π

4
π

4
2−−√

2

y = cosx → = − sinxy′

y′sinx
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نقاط بحرانی نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آن نقاط، مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. دامنه ي 67.گزینه 4

 
تعریف تابع داده شده برابر  است.

 

 
به ازاي  مشتق برابر صفر است و به ازاي  و  مشتق وجود ندارد.

 
می دانیم:   68.گزینه 2

علامت مشتق به علامت عبارت  بستگی دارد به ازاي  تابع نزولی و به ازاي  صعودي است پس کمترین

 
مقدار آن روي بازه ي  به ازاي   بدست می آید.

 
می دانیم: 69.گزینه 1

از تابع داده شده مشتق گرفته و مساوي صفر قرار می دهیم و آن را تعیین علامت می کنیم و توجه کنید که دامنه ي تعریف تابع داده

 
شده  است.

البته از آزمون مشتق دوم نیز می توانید استفاده کنید بدین صورت که ریشه ي مشتق را در قرار دهید اگر جواب مثبت شد طول

 
نقطه ي   و اگر جواب منفی شد طول نقطه ي  است و اگر جواب صفر شد آزمون مشتق اول بی نتیجه است.

  طول نقطه ي  است.  

 
کافی است فواصلی را بیابیم که در آن  است. 70.گزینه 2

است برابر مقدار بیشترین پس

sinx = 1 x = 2kπ+− →−−−−−
حالت خاص π

2

= (−∞, +∞)Df

f(x) = = (x) = =− 5x5 x4− −−−−−−√5 f ′ 1(5 − 20 )x4 x3

5 ( − 5x5 x4)4− −−−−−−−−−√5
5 (x− 4)x3

5 ( (x− 5)x4 )4− −−−−−−−−−√5

= = =
(x− 4)x3

x16 
⋅xx15

(x− 5)
4− −−−−−−−−−−

√5
(x− 4)x3

x3 x(x− 5)
4− −−−−−−√5

x− 4

x(x− 5)
4− −−−−−−√5

→{ صورت = 0 → x− 4 = 0 → x = 4
=مخرج 0 → x(x− 5 = 0 → x = 0 , x = 5)4

x = 4x = 0x = 5

y = → = ⋅ , (uv = v+ ueu y′ u′ eu )′ u′ v′

y = ⋅ → = ⋅ + =ex x−−√
3 y′ ex x−−√

3 1
3 x2−−−√3

ex
3x +ex ex

3 x2−−−√3

= = (3x+ 1)
(3x+ 1)ex

3 x2−−−√3
ex

3 x2−−−√3  
همواره مثبت

3x+ 1x < −
1
3

x > −
1
3

[−1, 2]x = −
1
3

y = Lnu → y = , (uv) = u v+v u , Lna = b → a =′ u′

u
′ ′ ′ eb

= (0, +∞)Df

f(x) = xLn2x → (x) = Ln2x+ x = 1 +Ln2x = 0 → Ln2x = −1f ′ 2
2x

2x = → 2x = → x = →− →−−−
تعریف

e−1 1
e

1
2e

x

y
′

y

0

−

↘

1
2e
0

Min

+

↗

+∞

y′′

MinMax

x =
1
2e

Min= 1 +Ln2x → = = = 2e > 0 →y′ y′′ 2
2x

− →−−−

x=
1
2e

y′′ 2
2
2e

> 0y′′

y = 2 (12 − ) = 24 − 2 → = 48x− 8 → = 48 − 24 > 0x2 x2 x2 x4 y′ x3 y′′ x2

→ 24 < 48 → < 2 → − < x < → x ∈ (− , )x2 x2 2
−−√ 2

−−√ 2
−−√ 2

−−√
b−a− (− ) = 22

−−√ 2
−−√ 2

−−√



 
از تابع داده شده دو بار مشتق می گیریم. 71.گزینه 3
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اگر در  به جاي  عدد صفر قرار دهیم  بدست می آید.

 
البته توجه کنید که پس از بدست آوردن  و مشاهده ي گزینه ها واضح است که  طول نقطه ي عطف است.

طول نقطه ي مورد نظر را  در نظر بگیرید در سمت چپ این نقطه، تقعر رو به بالا و در سمت راست آن تقعر رو به 72.گزینه 1

 
پایین است بنابراین کافی است از تابع داده شده دو بار مشتق بگیرید و آن را تعیین علامت کنید.

 

 
بنابراین طول نقطه ي مورد نظر  است.

 
ابتدا صورت را بر مخرج تقسیم می کنیم و سپس از هم ارزي واندروالسی استفاده می کنیم. 73.گزینه 3

 

 
واضح است که  است حال بر طبق هم ارزي واندروالسی داریم:

 

 
به هم ارزي واندروالسی با شرط  توجه کنید:

74.گزینه 4

f(x) = sin 2x+ 4 cosx → (x) = 2 cos 2x− 4 sinx → (x) = −4 sin 2x− 4 cosxf ′ f ′′

→ (x) = −4(2 sinx cosx) − 4 cosx = −8 sinx cosx− 4 cosxf ′′

→ (x) = −4 cosx(2 sinx+ 1) = 0f ′′

→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cosx = 0 x = kπ+− →−−−−−
حالت خاص π

2

2 sinx+ 1 = 0 → sinx = = sin( ) →
−1
2

−π

6

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪
x = 2kπ+α → x = 2kπ−

π

6

x = 2kπ+π−α → x = 2kπ+
7π
6

x = kπ+
π

2
kx =

π

2
(x)f ′′x =

π

2
a

y = 3 − 10 + 3 → = 15 − 30 → = 60 − 60x = 60x( − 1) = 0x5 x3 y′ x4 x2 y′′ x3 x2

→ x = 0 , x = 1 , x = −1 →

x

y′′

y

−∞

−

⋂

−1
0 +

⋃

0
0 −

⋂

1
0 +

⋃

+∞

x = 0

+ 4x3 x2

− − 2x3 x2
– ––––––––––

∣

∣
∣

x+ 2
+ 2x− 4x2

2x2

⇒ y =−2 − 4xx2
– –––––––––––

+ 2x− 4 +x2 8
x+2

− −−−−−−−−−−−−−−√
−4x

4x+ 8
– ––––––––

8

= 0lim
x→±∞

8
x+ 2

= |x+ | = |x+ 1|lim
x→±∞

+ 2x− 4x2− −−−−−−−−√ lim
x→±∞

1
−−√ 2

1 × 2
lim

x→±∞

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x = +∞ : y = x+ 1

x = −∞ : y = −x− 1 2m = −1 → m =− →−−−−−−−
y=−x+2m −1

2
a > 0

∼ x+lim
x→±∞

a + bx+ cx2− −−−−−−−−−√ a−−√
∣

∣
∣

b

2a
∣

∣
∣



y = ax+ 2 + → y =
bx2

x− 1
(ax+ 2)(x− 1) + bx2

x− 1
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تابع هموگرافیک به صورت  است بنابراین ضریب  در صورت باید صفر باشد یعنی  است

 
و تابع به صورت  در می آید. محل برخورد مجانب ها در تابع هموگرافیک  است.

 
75.گزینه 1  مجانب قائم تابع است بنابراین مخرج کسر به ازاي  صفر می شود.

 
تابع از نقطه ي  می گذرد بنابراین این نقطه در تابع صدق می کند.

از طرفی نقطه ي  روي مجانب مایل تابع است پس کافی است صورت را بر مخرج تقسیم کرده و معادله ي مجانب مایل را بدست

 
آورده و سپس نقطه ي  را در معادله ي مجانب مایل صدق دهیم.

 
بنابراین تابع داده شده به صورت  است.

از روي شکل، واضح است که  مجانب قائم تابع است پس  در مخرج تابع صدق می کند، بنابراین  76.گزینه 3

 
است. از تابع، حد در بی نهایت می گیریم تا معادله ي مجانب افقی تابع بدست آید.

بنابراین عرض  تابع برابر  است پس کافی است که آن را با معادله ي منحنی تلاقی دهیم و معادله ي تلاقی ریشه ي

 
مضاعف منفی دارد.

 

 

 
 

 : شرط ریشه ي مضاعف

→ y = → y =
a −ax+ 2x− 2 + bx2 x2

x− 1
(a+ b) + (2 −a)x− 2x2

x− 1

(c ≠ ⋅ ≠ ) y =
a

c

b

d

ax+ b

cx+d
x2a+ b = 0

y =
(2 −a)x− 2

x− 1
W

∣

∣
∣
− d

c
a
c

W → W 2 −a = −1 → a = 3 b = −3
∣

∣
∣
− d

c
a
c

∣

∣
∣
1
2 −a

− →−−−−−−−−−−−

نیمساز ناحیه ي چهارم

y=−xصدق در
− →−−−−
a+b=0

x = 1x = 1

x = 1 2(1) + c = 0 → c = −2− →−−−−−−−−
صدق در مخرج

∣

∣
∣
0
4

4 = → b = −8
∣

∣
∣
0
4 − →−−

صدق 0 + b

0 − 2
∣

∣
∣
1
4

∣

∣
∣
1
4

⇒ y = x+ 4 = (1) + → a = 4

a + bx2

−a +axx2

∣

∣

∣
∣

2x− 2
x+a

2
a
2

ax+ b
¯ ¯¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄

−ax+a

a+ b
¯ ¯¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄

a

2
a

2
−→−

∣
∣∣
1
4 a

2
a

2

f(x) =
4 − 8x2

2x− 2

f(x) = 0 → = 0 → 4 = 8 → = 2 → x = ±
4 − 8x2

2x− 2
x2 x2 2

−−√
x = 0x = 0b = 0

= = −1 → y = −1lim
x→±∞

+ +ax+ 1x3 x2

−x3 lim
x→±∞

x3

−x3
Miny = −1

= −1 → + +ax+ 1 =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪y =

+ +ax+ 1x3 x2

−x3
y = −1

− →−−
تلاقی + +ax+ 1x3 x2

−x3 x3 x2 x3

→ +ax+ 1 = 0 : x2معادله ي تلاقی

Δ = 0 → − 4ac = 0 → − 4 = 0 → = 4 → a = 2 , a = −2b2 a2 a2

→

⎧
⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪
a = 2 + 2x+ 1 = 0 → = 0 → x = −1− →−−−−−−−

معادله ي تلاقی
x2 (x+ 1)

2

معادله ي تلاقی 2 2



 
+aپس  است. b = 2



صفحه 20

77.گزینه 2

 
، مشتق وجود ندارد. x به ازای 

y

y

0 +͚
0 0+

Max

1 1 ͚
+

1 3

، ماکسیممی برابر  دارد. بنابراین تابع در 
به نقاطی از درون دامنه ي تعریف که به ازاي آنها مشتق برابر صفر است و یا مشتق وجود ندارد نقاط بحرانی گویند. این 78.گزینه 2

 
سؤال را به کمک رسم شکل حل می کنیم.

π
π
2

π
2
3

2π

1

-1
= xy cos

ππ
2 π

2
3 2π

1
= xy cos

0

تابع در  و  مشتق ناپذیر است (نقاط زاویه دار) و در  مشتق برابر صفر است. بنابراین تابع داراي سه نقطه ي

 
بحرانی است.

 
می دانیم:   79.گزینه 3

 
باید بازه اي را پیدا کنیم که در آن بازه، مشتق دوم منفی است.

از طرفی عبارت جلوي  باید مثبت باشد یعنی:  . از اشتراك دو جواب به دست آمده به 

 
یا  می رسیم.

  طول بازه

 
تابع داده شده داراي دو مجانب افقی است و تابع، آن مجانب افقی را که  روي محور عرض قطع می کند. 80.گزینه 1

 طول اکسترمم نسبی تابع است بنابراین مشتق تابع به ازاي  برابر صفر است.

y = = x+ 1 + → = 1 − = = 0 → x = 1 , x = −1+x+ 1x2
x

1
x

y′ 1
x2

− 1x2

x2
x = 0

x < 0−1

x =
π

2
x =

3π
2

x = π

y = Lnu → = , (uv = v+ uy′ u′

u
)′ u′ v′

f(x) = (2x+k)Ln(x− 1) → (x) = 2Ln(x− 1) + (2x+k) = 2Ln(x− 1) +f ′ 1
x− 1

2x+k

x− 1

→ (x) = + = + =f ′′ 2
x− 1

2(x− 1) − 1(2x+k)

(x− 1)
2

2
x− 1

−2 −k

(x− 1)
2

2(x− 1) − 2 −k

(x− 1)
2

= < 0 → 2x− 4 −k < 0 → 2x < k+ 4 → x <
2x− 4 −k

(x− 1)2  
+

k+ 4
2

Lnx− 1 > 0 → x > 11 < x <
k+ 4

2

x ∈ (1, )
k+ 4

2

= 6 → − 1 = 6 → = 7 → k+ 4 = 14 → k = 10
k+ 4

2
k+ 4

2
x → −∞

= = = −a → y = −alim
x→−∞

ax− 2
+ bx2− −−−−√

= ====
پر توان

lim
x→−∞

ax

x2−−−√
lim

x→−∞
ax

|x|
lim

x→−∞
ax

−x
مجانب افقی:

−a = → a = →
∣

∣
∣
0
−a

− →−−−−−−
صدق در تابع −2

b√

2
b√

,aباید مثبت باشند بنابراین گزینه هاي دوم و چهارم حذف می شوند. b

x = −2x = −2
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81.گزینه 2

اگر مشتق داراي ریشه ي مضاعف باشد  و یا مشتق داراي ریشه ي حقیقی نباشد  در این صورت تابع فاقد اکسترمم

 
است.

 
طول نقطه ي عطف در تابع درجه ي سوم  از رابطه ي  بدست می آید.

 
بنابراین حداقل طول نقطه ي عطف برابر  است.

 
می دانیم:   82.گزینه 1

 
نقطه ي  روي تابع قرار دارد پس در تابع صدق می کند.

 
اکنون از تابع، مشتق می گیریم تا طول نقطه ي  را بدست آوریم.

 
 

 
بنابراین مختصات نقطه ي  تابع به صورت  است که در تابع صدق می کند.

 

(x) = = =f ′

a − (ax− 2)+ bx2− −−−−√ 2x
2 + bx2− −−−−√

+ bx2

a( + b) −x(ax− 2)x2

+ bx2− −−−−√

+ bx2
a +ab−a + 2xx2 x2

( + b)x2 + bx2− −−−−√

ab− 4 = 0 → ab = 4 a = 1 , b = 4− →−−−−−−
(−2)=0f ′

− →−−−−−−−−−

مشاهده ي گزینه ها

a=
2
b√

y = −m +x → = − 2mx+ 1x3

6
x2 y′ 1

2
x2

(Δ = 0)(Δ < 0)

Δ ≤ 0 → − 4ac ≤ 0 → 4 − 2 ≤ 0 → 4 ≤ 2 → ≤ → − ≤ m ≤b2 m2 m2 m2 1
2

2−−√
2

2−−√
2

(y = a + b + cx+d)x3 x2=xعطف
−b

3a

= = = 2m − ≤ 2m ≤xعطف
−b

3a
m

3( )
1
6

− →−−−−−−−−−−−

− ≤m≤
2√

2
2√

2
2
−−√ 2

−−√

− 2
−−√

(Lnu = , (uv = v+ u , Lna = b → a = , Ln = nLna)′ u′

u
)′ u′ v′ eb an

∣
∣
∣
0٫5
0

0 = → Ln( a) = 0 → Ln( a) = 0 a = 1 → a = 2
∣

∣
∣
0٫5
0

− →−−
صدق Ln( a)

1
2

1
2

b

1
2

1
2

1
2

− →−−−−
Ln1=0 1

2
Min

f(x) = = (xLn2x) → (x) = (Ln2x+ x) = 0
xLn2x

b

1
b

f ′ 1
b

2
2x

→ Ln2x+ 1 = 0 → Ln2x = −1 2x = → 2x = → x =− →−−−
تعریف

e−1 1
e

1
2e

Min

∣

∣

∣
∣
∣
∣

1
2e

−
1
2

f(x) = (xLn2x) − = ( Ln ) → − = ( Ln )
1
b

− →−−−−−−

صدق
∣

∣

∣
∣
∣
∣

1
2e

−
1
2 1

2
1
b

1
2e

1
e

1
2

1
b

1
2e

e−1

→ − = → 2be = 2 → b =
1
2

−1
2be

1
e



با توجه به شکل داده شده نقطه ي  نقطه ي عطف تابع می باشد که در تابع صدق می کند و طولش، مشتق دوم را 83.گزینه 2

 
صفر می کند.

A
∣

∣
∣

−2
−16
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نقاط بحرانی نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که به ازاي آن ها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. توجه 84.گزینه 1

 
کنید دامنه ي تعریف تابع داده شده  است.

 

 

 

بنابراین  طول نقطه ي   نسبی تابع است.

 
براي پیدا کردن نقطه ي ماکسیمم تابع، یک بار مشتق می گیریم 85.گزینه 2

 

 
براي پیدا کردن نقاط عطف تابع، دو بار مشتق می گیریم.

 

 
 

 

 

 
چون دو رأس مثلث داري عرض هاي یکسان هستند براي پیدا کردن مساحت مثلث از رسم شکل کمک می گیریم.

x

y

-1 1

1A

BC 3
4

 
خط   مجانب قائم تابع است پس   ریشه ي مخرج است. 86.گزینه 2

A −16 = 16a− 8b → 2a− b = −2∣

∣
∣

−2
−16 − →−−

صدق

A (x) = 4a + 3b → (x) = 12a + 6bx → 48a− 12b = 0∣

∣
∣

−2
−16 − →−−−−−−−

(−2)=0f ′′
f ′ x3 x2 f ′′ x2

→ 4a− b = 0

{ → a = 1 , b = 4 → a× b = 42a− b = −2
4a− b = 0

= R− {0}Df

f(x) = + → (x) = +x = =
1
x

1
2
x2 f ′ −1

x2
−1 +x3

x2
− 1x3

x2

→{ = 0 → x = 1 صورت: بحرانی
= 0 → = 0 → x = 0 مخرج→ x2 بحرانی نمی باشد زیرا در دامنه ي تعریف تابع قرار ندارد

→

x

y′

y

−∞

−

↘

0
ن −

↘

1
0

Min

+

↗

+∞

x = 1Min

y = → = = 0 → x = 0 y = 1 → A
3
+ 3x2 y′ −6x

( + 3)x2 2 −→−
تابع ∣

∣
∣
0
1

= =y′′ −6 − 2( + 3)(2x)(−6x)( + 3)x2 2
x2

( + 3)x2 4
−6 + 24 ( + 3)( + 3)x2 2

x2 x2

( + 3)x2 4

= = = = 0 → = 1
( + 3)(−6( + 3) + 24 )x2 x2 x2

( + 3)x2 4
−6 − 18 + 24x2 x2

( + 3)x2 3
18 − 18x2

( + 3)x2 3 x2

→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 1 y = → B−→−
تابع 3

4
∣

∣

∣
∣

1
3
4

x = −1 y = → C−→−
تابع 3

4
∣

∣

∣
∣

−1
3
4

→ S = =
2 ×

1
4

2
1
4

x = 0x = 0



 x = 0 0 + b = 0 → b = 0 → y =− →−−−−−−−−
صدق در مخرج 2 +ax2

x
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عرض   تابع برابر  است بنابراین معادله ي تلاقی تابع با خط   ریشه ي مضاعف دارد.

معادله ي تلاقی:  

  شرط ریشه ي مضاعف

 
پس   است.

 ، ،  است و به ازاي  چون تابع پیوسته و نزولی اکید و  است پس حتما به ازاي  87.گزینه 4

 
 است. براي پیدا کردن دامنه ي تعریف تابع  کافی است زیرا رادیکال را بزرگ تر مساوي صفر قرار دهیم.

88.گزینه 1

 
پس  است.

 از طرفی

بنابراین  تابع برابر  است. پس مورد خواسته شده ي سوال برابر  است.

ابتدا طول نقاط بحرانی تابع را در بازه ي داده شده بدست می آوریم و سپس مقدار تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و 89.گزینه 4

 
نقاط بحرانی به دست می آوریم.

 

جوابی در بازه ي داده شده وجود ندارد  

 

Max2y = 2

= 2 → 2 − 2x+a = 0
⎧
⎩⎨
⎪
⎪y =

2 +ax2

x

y = 2
− →−−
تلاقی 2 +ax2

x
x2

Δ = 0 → − 4ac = 0 → 4 − 8a = 0 → 8a = 4 → a =b2 1
2

2a+ b = 1 + 0 = 1
f(0) = 0x > 1f(x) < 0x < 1

f(x) > 0xf(x)
− −−−−√

→ x ∈ [0, 1]

x

x

f(x)

xf(x) ≥ 0

−∞

−

+

−

0
0

0

+

+

+

1

0
0

+

−

−

+∞

f(x) = 1 + 2 sin( −x) = 1 − 2 cosx
3π
2

→

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
f(− ) = 1 − 2 cos(− ) = 1 − 2 cos = 1 − 2( ) = 0π

3
π

3
π

3
1
2

f( ) = 1 − 2 cos = 1 − 2 cos(π− ) = 1 + 2 cos = 1 + 2( ) = 22π
3

2π
3

π

3
π

3
1
2

f( ) +f( ) = 2−π

3
2π
3

: −1 ≤ cosx ≤ 1 → −2 ≤ −2 cosx ≤ 2 → −1 ≤ 1 − 2 cosx ≤ 3 → −1 ≤ f(x) ≤ 3

Max3
2
3

f(x) = 2 cos( + 3x) = −2 sin 3x → (x) = −6 cos 3x = 0 → cos 3x = 0π

2
f

′

3x = kπ+ → x = + →− →−−−−−−
x=kπ+ π

2

حالت خاص π

2
kπ

3
π
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⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
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2
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