
وقت :   دقیقهتاریخ :

تعداد سوالات: 120نام و نام خانوادگی :

دبیرستان کمالموضوع ریاضی عمومی پیش دانشگاهی و پایه( * کاربرد مشتق)

اکسترمم نسبی پیوسته و مشتق پذیر، در تابع صدق می کند و طولش،  را صفر می کند. 1.گزینه 3

2.گزینه 3

 
 
بنابراین تابع صعودي اکید و در نتیجه فاقد ماکسیمم و مینیمم است.

 
بررسی گزینه ها:

 
 : گزینه ي 

 
 

 
: گزینه ي 

 
 

: گزینه ي 

 

3.گزینه 1

 
باید مشتق دوم، منفی باشد.

 

 
 یا 

4.گزینه 4

 

37
51

99
ل 

ریا
س

y′

⇒ a− b = 3
y = a − + b ⇒ y(1) = a− 1 + b = −1 ⇒ a+ b = 0x2 x3

= 2ax− 3 ⇒ (1) = 2a− 3 = 0 ⇒ a = → b = −y′ x2 y′ 3
2

3
2

⎫
⎭⎬
⎪
⎪

y = +x → = 3 + 1 > 0x3 y′ x2

1

y = − ⇒ = 4 − 2x = 2x(2 − 1) = 0 ⇒ x = ± , 0x4 x2 y′ x3 x2 2−−√

2

x

y′

y

−∞

−
↘

−
2√

2
0

Min

+
↗

0
0

Max

−
↘

2√
2
0

Min

+
↗

+∞

2

y = −x ⇒ = 3 − 1 = 0 ⇒ x = ±x3 y′ x2 3−−√

3

x

y′

y

−∞

+
↗

−
3√

3
0

Max

−
↘

3√
3
0

Min

+
↗

+∞

4

y = + ⇒ = 3 + 2x = x(3x+ 2) = 0 ⇒ x = 0, −x3 x2 y′ x2 2
3

x

y′

y

−∞

+
↗

−
2
3

0

Max

−
↘

0
0

Min

+
↗

+∞

y = (x− 1) ⇒ = 1 + (x− 1) = xex y′ ex ex ex

x ∈ (−∞, −1)⇒ = 1 +x = (x+ 1) < 0 x+ 1 < 0 → x < −1y′′ ex ex ex − →−−−
>0ex

= 6 − 18x+ 12 = 0 ⇒ 6(x− 2)(x− 1) = 0 ⇒ x = 1, 2 →y′ x2 ⎧
⎩⎨x = 1 → y = 5 → A ∣

∣
1
5

x = 2 → y = 4 → B ∣
∣
2
4



صفحه 2

 
براي بدست آوردن شیب خط گذرنده از دو نقطه  و  از این فرمول استفاده می کنیم:

 
هایی را بیابیم که به ازاي آن ها   است: باید  5.گزینه 2

 

 
با استفاده از جدول تعیین علامت داریم: 

 یا 

6.گزینه 1
اکسترمم نسبی پیوسته و مشتق پذیر، در تابع صدق می کند و طولش،  را صفر می کند.

7.گزینه 4

 
 راه حل اول (رسم نمودار) :

 
، نیمه ی بالایی دایره ای به مرکز مبدا و شعاع  است: نمودار 

با توجه به نمودار، تقعر منحنی در  همواره رو به �ایین است.

 
 

x

y

1-1

1

 
راه حل دوم: 

 

 

 همواره منفی است. پس تقعر نمودار همواره رو به پایین است. با توجه به این که دامنه ي تابع ،  است، جواب  

 
می باشد.

 
با توجه به این که تابع چند جمله اي در همه جا مشتق پذیر است، پس باید در نقاط   مشتق تابع صفر شود: 8.گزینه 4

 

 
 

بنابراین  می باشد.

 
توجه کنید دامنه ي تعریف تابع داده شده  است. 9.گزینه 4

 
ابتدا ضابطه ي تابع را ساده تر می کنیم و سپس از آن دو بار مشتق می گیریم.

 
جهت تقعر در  عوض می شود، اما  در دامنه ي تعریف تابع قرار ندارد بنابراین تابع، فاقد نقطه ي عطف است.
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10.گزینه 1

 

 
حال با استفاده از جدول تعیین علامت، داریم: 

  یا 

دقت کنید چون  ریشه ساده داخل قدرمطلق می باشد تابع در  مشتق ناپذیر است.
11.گزینه 3

 
 
دقت کنید وقتی  است آنگاه  می باشد.

 

بنابراین بیشترین مقدار تابع برابر  می باشد.
12.گزینه 2

x
y
y Max

- 00 +0

 
در خود  هم مشتق نداریم (مماس عمودي است)، پس گزینه ي  پاسخ است. 

 
کافی است جهت تقعر و صعودي یا نزولی بودن تابع را در   بررسی کنیم:  13.گزینه 3

نزولی 
تقعر رو به بالا 

در گزینه سوم، تابع نزولی و تقعرش رو به بالاست.
14.گزینه 1

 تابع از مبداء مختصات می گذرد �س  در تابع صدق می کند.

 
در  مماس افقی است پس مشتق به ازاي  برابر صفر است.

 طول نقطه عطف است پس مشتق دوم به ازاي  برابر صفر است. 

 
تابع از نقطه  عبور می کند پس این نقطه در تابع صدق می کند.

 
بنابراین  می باشد.

15.گزینه 3

 

 
حال با استفاده از جدول تعیین علامت، بازه هایی را که تابع نزولی است   مشخص می کنیم:
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( کافی است از تابع حد در بی نهایت بگیریم ( 16.گزینه 2

 

 
- است. بنابراین خط مجانب مایل منحنی   در   عبارت است از   که عرض از مبدا آن 

17.گزینه 4

. براي آن که تابع فاقد اکسترمم نسبی باشد مشتق، باید داراي ریشه مضاعف بوده و یا فاقد ریشه حقیقی باشد یعنی 

 
فقط گزینه چهارم در این شرط صدق می کند.

 
18.گزینه 3 مجانب قائم منحنی می باشد بنابراین  ریشه ي مخرج است پس:  

 
دقت کنید حد راست تابع در  برابر  است بنابراین داریم:

19.گزینه 1

 
 :معادله ي مجانب مایل 

 
ها را در نقطه اي با طول  قطع می کند. بنابراین:  این خط محور 

 
البته براي پیدا کردن مجانب مایل می توانستید صورت را بر مخرج تقسیم کنید.

اکسترمم نسبی پیوسته و مشتق پذیر، در تابع صدق می کند و طولش،  را صفر می کند. 20.گزینه 1
 

 
بنابراین  است.

. حال، از تابع داده شده مشتق گرفته و کوچکتر از صفر 21.گزینه 2 ابتدا دقت کنید دامنه تابع، عبارت است از:  

 
قرار می دهیم.

  باشد: با�د بازه ای را به دست آور�م که در آن 

 
  

 
از اشتراك دامنه  و  به جواب   یا  می رسیم.

22.گزینه 4

 
 همواره مثبت است بنابراین جهت تقعر عوض نمی شود و تابع نقطه ي عطف ندارد.
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23.گزینه 3

 
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد.

ابتدا  را تشکیل داده و سپس مشتق آن را مساوي صفر قرار می دهیم.

 

بنابراین تابع  نقطه ي بحرانی دارد.
براي به دست آوردن ماکسیمم (مینیمم) مطلق تابع  در بازه ي  ، مقدار تابع را به ازاي نقاط بحرانی و نقاط 24.گزینه 4

 
ابتدا و انتهاي بازه محاسبه می کنیم. از بین این مقادیر، بیشترین مقدار،  مطلق و کمترین مقدار ،  مطلق است.

 

 
 

 
پس، بیشترین مقدار تابع برابر  است.

25.گزینه 1

 
مخرج: مجانب قائم   

 

عرض نقطه ي تلاقی   و  ، برابر   است.
26.گزینه 3

 
 
باید   ریشه داشته باشد، اما تغییر علامت ندهد، یعنی مشتق ریشه ي مضاغف داشته باشد:

 
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. 27.گزینه 1

 
دقت کنید دامنه ي تعریف تابع داده شده  است.

 
 

  مخرج     و    صورت
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شرط ریشه ي مضاعف داشتن یک معادله ي درجه ي دوم آن است که   و   (ریشه ي مضاعف) باشد.

 

 
منحنی از مبدأ می گذرد، پس نقطه ي  در تابع صدق می کند یعنی: 

 
بنابراین  می باشد.

براي تعیین اکسترمم هاي تابع  باید تابع   را تعیین علامت کنیم. (توجه کنید که عبارت   همواره مثبت است، 29.گزینه 3

 
پس در تعیین علامت مشتق اثري ندارد.) 

پس تابع داري یک ماکسیمم و یک مینیمم است.

 
می دانیم:   30.گزینه 1

 
از تابع دو بار مشتق می گیریم.

 

 

 
 مجموع طول هاي نقاط عطف 

(توجه کنید عبارت  همواره مثبت است و هرگز صفر نمی شود)

 
( کافی است از تابع، حد در بی نهایت بگیریم ( 31.گزینه 4

 
بنابراین معادله ي مجانب هاي این منحنی   است. 

حالا براي ایجاد مجانب افقی  (عدد   باید  از بین برود یعنی  با   ساده شود. این اتفاق زمانی می افتد که  به  

 
میل کند و  برابر  باشد. بنابراین: 

32.گزینه 2

 
ریشه هاي ساده 
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33.گزینه 4
 این منحنی به شکل روبه رو بوده و �ک اکسترمم و دو عطف دارد:

 
 

x

I2 I1

y

اکنون به حل تشریحی سوال می پردازیم.

 
یک ریشه ي ساده (طول اکسترمم) 

 

 
در دو حالت امکان دارد که تابع داده شده داراي یک مجانب قائم باشد:  34.گزینه 2

 
مخرج: حالت اول

 

 ضریب  مخرج: حالت دوم

 
تابع داراي مجانب قائم  است. حال شکل تابع را در اطراف مجانب قائم تابع به دست می آوریم. 35.گزینه 2

 

 
که یکی از گزینه هاي  یا  می توانند درست باشند و چون تابع داراي مجانب مایل است حتمآ گزینه ي  صحیح است.

 معادله ي مجانب مایل:  

 
مجانب قائم منحنی  است، پس  ریشه ي مخرج بوده و داریم:  36.گزینه 2

، تابع به صورت  در می آید و حال با تقسیم صورت بر مخرج، معادله ي مجانب مایل تابع را به دست با قراردادن 

 
می آوریم.

ها را قطع کرده، و ریشه ي ها،  است   منحنی هم محور محل برخورد مجانب مایل با محور
صورت بیشتر از  است (طول نقطه تلاقی منحنی با محور   ، بیشتر از طول نقطه ي تلاقی مجانب مایل با محور    است) با این

شرایط   و  مناسب است.

= = 0 → x = 0y′ −2x

( + 1)x2 2

= =y′′ −2 − 2(2x)( + 1)(−2x)( + 1)x2 2
x2

( + 1)x2 4
−2( + 1 + 8 ( + 1)x2 )2 x2 x2

( + 1x2 )4

=
( + 1 − 4 )−2( + 1)x2

  فاکتور

x2 x2

( + 1)x2 4

= = 0 → x = ± 1)2−دو ریشه ي ساده (طول نقاط عطف) − 3 )x2

( + 1)x2 3
1
3−−√

Δ = 0 ⇒ 1 − 4(m− 1) = 0 ⇒ m− 1 = ⇒ m =
1
4

5
4

⇒ f(x) = = x = −21

+x+ 11
4 x2

1

( x+ 11
2 )2

− →−−−−−
مجانب قائم

= 0 ⇒ m = 1 ⇒ f(x) = x = −11
x+ 1

− →−−−−−
مجانب قائم

x2

x = 0

(x+ ) = +∞ و (x+ ) = −∞lim
x→0+

1
x

lim
x→0−

1
x

242

(x+ ) = x → y = xlim
x→±∞

1
x

x = −1x = −1b = 1

b = 1y =
−ax2

x+ 1

⇒ y = x− 1 مجانب مایل:

−ax2 ∣

∣
∣
x+ 1
x− 1

− −xx2
– ––––––––
−x−a

x+ 1
– ––––––

1 −a

xx = 1(y = x− 1 x = 1)− →−−
y=0

x

1xx

a > 1b = 1
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. درضمن نقطه ي   در تابع خط به معادله ي  مجانب افقی تابع می باشد بنابراین:  37.گزینه 2

 
صدق می کند  یعنی : 

 
بنابراین   است.

38.گزینه 2

 
براي نزولی بودن باید  و براي تقعر رو به بالا بودن باید  باشد.

 

 
 یا 

از اشتراك دو شرط و باتوجه به فرض   بازه ي   به دست می آید که حداکثر مقدار  برابر  است.

 
طول نقطه ي عطف برابر یک می باشد.    39.گزینه 3

  

 
با توجه به شکل،  مماس در نقطه ي عطف افقی است یعنی مشتق در   برابر صفر است.

 
40.گزینه 3

روش اول: طول هاي نقاط اکسترمم نسبی، ریشه هاي ساده مشتق هستند.

 
روش دوم: می دانیم در تابع درجه ي سوم نقطه ي عطف، مرکز تقارن تابع بوده و طول آن برابر میانگین طول دو اکسترمم نسبی (در

 
صورت وجود) است، بنابراین داریم: 

طول نقطه ي عطف

 
نمودار تابع را رسم می کنیم. 41.گزینه 2

3

1

-2 -1
-1

1
2 3

 
با توجه به نمودار تابع واضح است که این تابع دو  نسبی در نقاطی به طول هاي صفر و یک دارد.

 
اکسترمم نسبی پیوسته و مشتق پذیر، در تابع صدق می کند و طولش،  را صفر می کند. 42.گزینه 4

 
براي تشخیص نوع اکسترمم، از آزمون مشتق اول استفاده می کنیم.

y = 1= a = 1lim
x→±∞

ax2

x2
∣
∣
2
0

0 = → b = −24 + 2b
4 + 1

a+ b = 1 − 2 = −1

< 0y′> 0y′′

= 4 − 12 = (x− 3) < 0 ⇒ x < 3y′ x3 x2 4x2 
+

− →−−
نزولی

y′

x > 2= 12 − 24x = 12x(x− 2) > 0 x < 0y′′ x2 − →−−−−−−−
 تقعر رو به بالا

y′′ − →−−−−−−
تعیین علامت

x > 0(2, 3)b−a3 − 2 = 1

= = = 1 ⇒ a = 3xعطف
−b

3a
−a

3(−1)
1=x

= −3 + 2ax+ b = −3 + 6x+ b −3 + 6(1) + b = 0 ⇒ b = −3y′ x2 − →−−
a=3

y′ x2 − →−−−−−
(1)=0y′

(1)
2

(x) = + 2(m− 1)x− 3 = 0 ⇒ + = = 9 ⇒ −2(m− 1) = 9 ⇒ m = −f ′ x2 xMax xMin
−b

a

7
2

= = = 1 −m ⇒ 1 −m = ⇒ m = −
−b

3a
−(m− 1)

3 ×
1
3

9
2

7
2

} →
y = − 1 → y =x2 x2 را یک واحد به پائین منتقل می کنیم نمودار تابع
y = x− 2 → y = xنمودار تابع (نیمساز ناحیه ي اول و سوم) را دو واحد به سمت راست منتقل می کنیم

Min

y′

f(1) = 2 → 1 +a+ b = 2 ⇒ a+ b = 1

(x) = 3 + 2ax → (1) = 0 → 3 + 2a(1) = 0 ⇒ 3 + 2a = 0 ⇒ a = − , b =f
′

x2 f
′ (1)

2 3
2

5
2



 
y = +a + b → = 3 + 2ax = 3 − 3x = 3x(x− 1) = 0 → x = 0 , x = 1x3 x2 y′ x2 x2

x

y′

y

−∞
+

↗

0
0
5
2

−

↘

1
0
2

Min

+

↗

+∞
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43.گزینه 4

 
 

حال، مقدار تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی حساب می کنیم.

44.گزینه 2

 
کافی است مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی بدست آورده و با هم مقایسه کنیم.

 

 
در  و   مشتق وجود ندارد.(مخرج مشتق را مساوي صفر قرار دادیم)

 

بنابراین بیشترین مقدار تابع،  می باشد.

 
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. 45.گزینه 3

 
. دامنه ي تعریف تابع مجموعه ي اعداد حقیقی است 

 

  مخرج  و    صورت

 
 پس تابع دو نقطه ي بحرانی دارد.

 
می دانیم:   46.گزینه 1

 
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد.

 
دامنه ي تعریف این تابع   به صورت   است. 

مشتق این تابع   است که در   صفر شده و در   وجود ندارد. اما هیچ یک از این نقاط در دامنه ي تابع

 
نیستند، پس تابع نقطه ي بحرانی ندارد. 

47.گزینه 2

 
باید مشتق دوم، منفی باشد.

y = − −x ⇒ = 3 − 2x− 1 = 0 x = 1 , x = = −x3 x2 y′ x2 − →−−−−−−
a+b+c=0 c

a

1
3

→ = 2

y(1) = 1 − 1 − 1 = −1

y(− ) = − − − (− ) = =
1
3

1
27

1
9

1
3

−1 − 3 + 9
27

5
27

y(−2) = −8 − 4 − (−2) = −10
y(2) = 8 − 4 − 2 = 2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪

yMax

f(x) = → (x) = = 0 ⇒ x = −2+ 4x+ 3x2− −−−−−−−−√3 f ′ 2x+ 4

3 ( + 4x+ 3)x2 2− −−−−−−−−−−√3
x = −1x = −3

f(−2) = = −1 , f(−3) = = 0(4 − 8 + 3)
1
3 (9 − 12 + 3)

1
3

f(−4) = = , f(−1) = = 0(16 − 16 + 3)
1
3 3

−−√3 (1 − 4 + 3)
1
3

3
−−√3

( : (−∞, +∞))Df

y = x − 2 = x ⋅ − 2x−−√
3 x−−√

3 x

1
3 x

1
3

→ y = − 2 → = − → = (2 − ) = ( )x

4
3 x

1
3 y′ 4

3
x

1
3 2

3
x

−2
3 y′ 2

3
x−−√

3 1
x2−−−√3

2
3

2x− 1
x2−−−√3

= 0 → x = 0= 0 → 2x− 1 = 0 → x =
1
2

(Ln u =)′ u′

u

( − 4 > 0)x2: (2 , +∞) ∪ (−∞ , −2)Df

=y′ 2x
− 4x2x = 0x = ±2

= − 5( ) → = + = ( + )y′ 5
3
x

2
3 2

3
x

−
1
3 y′′ 10

9
x

−1
3 10

9
x

−
4
3 10

9
1
x−−√3

1
x x−−√3

= < 0 ⇒ x+ 1 < 0 ⇒ x < −1 یا x ∈ (−∞, −1)
10
9

( )
x+ 1
x x−−√3  

+
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48.گزینه 1

 
از تابع دو بار مشتق گرفته و مساوي صفر قرار می دهیم.

 

 
چون نقطه ي  روي خط   قرار دارد پس مختصاتش در معادله ي این خط، صدق می کند.

49.گزینه 4

 

 

 

بنابراین تابع سه نقطه ي عطف دارد.

 
چون  است  می باشد و می دانیم :    50.گزینه 2

 :پس

 
بنابراین کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.

51.گزینه 1

 

 
تابع   فقط داراي یک مجانب افقی است،  و چون  مخرج فاقد ریشه حقیقی است تابع مجانب قائم ندارد .

مجانب افقی 

52.گزینه 1
  با هم اولاً  مجانب قائم تابع است. ثانياً   ريشه مضاعف مخرج است. زيرا حد چپ و راست تابع در 

)  �س:  برابر هستند. (

 
 

2x =

(x) = + 2x ⇒ (x) = 2x+ 2 = 0 ⇒ x = −1 y = − + 1 +a = +af ′ x2 f ′′ −→−
تابع 1

3
2
3

(−1, +a)
2
3

3y+ 4x = 1

3( +a) − 4 = 1 ⇒ 2 + 3a− 4 = 1 ⇒ 3a = 3 ⇒ a = 1− →−−
صدق 2

3

(x) = =f ′ ( + 1) − 2x2 x2

(1 + )x2 2
1 −x2

(1 + )x2 2

(x) = =f
′′ −2 − 2(1 + )2x(1 − )x(1 + )x2 2

x2 x2

(1 + )x2 4
(1 + + 2(1 − ))−2 (1 + )x x2

  فاکتور

x2 x2

(1 + )x2 4

= = 0 ⇒
−2 (3 − )x x2

(1 + )x2 3

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪
x = 0
x = 3

−−√
x = − 3

−−√

x

f ′′

f

−∞
−
∩

− 3−−√
0 +

∪

0
0 −

∩

3−−√
0 +

∪

+∞

x > 3x− 3 > 0a ≥ 0 , b ≥ 0 → a+ b ≥ 2 ab
−−

√

x− 3 + ≥ 2 → x− 3 + ≥ 2
1

x− 3
(x− 3)( )

1
x− 3

− −−−−−−−−−−√ 1
x− 3

2

fog(x) = f(g(x)) = = =
2( )

+3x2
−1x2

+ 2+3x2
−1x2

2( + 3)x2

( + 3) + 2( − 1)x2 x2
2 + 6x2

3 + 1x2

fog(x)

= → y =lim
x→∞

2 + 6x2

3 + 1x2
2
3

2
3

x = 2x = 2x = 2
f(x) = f(x) = −∞lim

x→2+
lim

x→2−

2 +ax+ b = 2 = 2( − 4x+ 4) = 2 − 8x+ 8 ⇒{ ⇒ a− b = −16x2 (x− 2)
2

x2 x2 a = −8
b = 8
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53.گزینه 2

 

 
مجانب افقی  

 
مجانب هاي قائم  مخرج

 : محل تلاقی مجانب ها
54.گزینه 4

 
براي پیدا کردن مجانب ها حد در بی نهایت می گیریم و براي این کار از هم ارزي واندروالسی استفاده می کنیم.

 
براي این که زاویه ي بین   و   برابر   باشد، باید حاصل ضرب شیب آن ها برابر  شود:

55.گزینه 3
 ابتدا توان ها را �کسان میکنیم: 

 
 

 
مجانب افقی  

 
) مجانب افقی   )

مجانب قائم   مخرج

 
براي پیدا کردن مجانب افقی باید حد تابع را در بی نهایت حساب کنیم. 56.گزینه 3

 
مبهم     

براي رفع ابهام از رابطه  استفاده می کنیم.

 

 
، پس: ، حد تابع   برابر صفر است و چون   در نقطه ي   57.گزینه 4

 و

y = + = + =
1
−xx2

+ 1x2

+xx2
1

x(x− 1)

+ 1x2

x(x+ 1)

x+ 1 + ( + 1)(x− 1)x2

x(x+ 1)(x− 1)

= = =
− + 2xx3 x2

x(x+ 1)(x− 1)

x( −x+ 2)x2

x(x+ 1)(x− 1)

−x+ 2x2

(x+ 1)(x− 1)

= = 1 → y = 1lim
x→±∞

−x+ 2x2

(x+ 1)(x− 1)
lim

x→±∞
x2

(x)(x)
= 0 → (x+ 1)(x− 1) = 0 → x = −1 , x = 1

A , B → AB = = = 2∣
∣
1
1 ∣

∣
−1
1 (1 + 1 + (1 − 1)2 )2− −−−−−−−−−−−−−−√ 4 + 0

− −−−√

f(x) = ax− 1 − 3|x− | = ax− 1 − 3|x− 2| = 0lim
x→±∞

lim
x→±∞

4
1 × 2

lim
x→±∞

⇒{x → +∞ : = (a− 3)x+ 5 → m = a− 3y1
x → −∞ : = (a+ 3)x− 7 → m = a+ 3y2

y1y290∘−1

(a− 3)(a+ 3) = −1 ⇒ − 9 = −1 ⇒ = 8 ⇒ a = ±2a2 a2 2
−−√

f(x) = =
+ex

4
ex

−ex
2
ex

+ 4e2x

− 2e2x

= = 1 ⇒ y = 1lim
x→+∞

+ 4e2x

− 2e2x lim
x→+∞

e2x

e2x

∞−(عدد بزرگتر از یک) = 0= = = −2 → y = −2lim
x→−∞

+ 4e2x

− 2e2x
+ 4e−∞

− 2e−∞
0 + 4
0 − 2

= 0 → − 2 = 0 ⇒ = 2 → Ln = Ln2 ⇒ 2x = Ln2 ⇒ x = Ln2e2x e2x e2x 1
2

x cos = × ∞lim
x→±∞

πx

2x+ 1
حدي0

cosθ = sin( −θ)
π

2

x sin( − ) = x sin( ) = x sin( )lim
x→±∞

π

2
πx

2x+ 1
lim

x→±∞

2πx+π− 2πx
2(2x+ 1)

lim
x→±∞

π

4x+ 2

x( ) = = → y == ============
sin u∼ulimu→0

lim
x→±∞

π

4x+ 2
lim

x→±∞
πx

4x
π

4
π

4
x = af(x)a < 0

= = +∞lim
x→a−

x

f(x)

a

0−= = −∞lim
x→a+

x

f(x)

a

0+
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58.گزینه 3

 
مجانب افقی   

در توابع به فرم  ریشه هاي صورت و مخرج می توانند مجانب قائم باشند به شرط آنکه حداقل از یک طرف در دامنه تعریف

 
تابع قرار داشته باشند.

  
 

 مجانب قائم راست و  مجانب قائم چپ است و  مجانب قائم نمی باشد (چون همسایگی راست و همسایگی چپ

 
آن در دامنه قرار ندارند). 

   ,    

 
مجانب مایل توابع به شکل  به صورت  می باشد. 59.گزینه 4

 
ابتدا مشتق دوم تابع را به دست می آوریم: 60.گزینه 2

براي تقعر رو به پایین باید  باشد و چون  بزرگ ترین بازه اي است که تقعر تابع  در آن رو به پایین است. بنابراین 

 
 ریشه هاي داخل پرانتز می باشند  پس داریم:

 
ابتدا مختصات نقطه ي عطف تابع را بدست می آوریم. 61.گزینه 1

 

 

 : معادله ي خط مماس
در توابع مشتق پذیر اگر  عرض اکسترمم نسبی تابع باشد آنگاه خط افقی  بر منحنی مماس بوده و معادله 62.گزینه 1

 
تلاقی آنها ریشه ي مضاعف دارد.

چون عرض نقطه ي مینیمم تابع برابر  است یعنی خط  بر تابع مماس است. پس معادله تلاقی این دو باید ریشه ي مضاعف داشته

 
باشد.

معادله تلاقی: 

 
 :شرط ریشه مضاعف

طول اکسترمم نسبی: 
تابع  با دامنه ي  بوده و در تمام نقاط، مشتق پذیر است کافی است بیشترین مقدار تابع را در بازه ي  بدست 63.گزینه 4

آوریم.

y = log(1 − ) = log( )
1
x2

− 1x2

x2

log( ) = log( ) = 1 → y = 1lim
x→±∞

− 1x2

x2 lim
x→±∞

x2

x2

y = log
u
V
a

+

−1
−

0
−

1
+

− 1 = 0 → x = ±1 , = 0 → x = 0x2 x2

x = 1x = −1x = 0

log = log = −∞lim
x→(−1)−

− 1x2

x2 0+
log = log = −∞lim

x→1+
− 1x2

x2 0+

y = ax
x+ b

x+d

− −−−−
√ny = ax+ a

b−d

n

f(x) = 2x ⋅ y = 2x+ (2) ⇒ y = 2x− 4 y = −4
x− 3
x+ 1

− −−−−√ − →−−−−−
مجانب مایل −3 − 1

2
− →−−
x=0

f(x) = ( + 2x+ b) ⇒ (x) = (2x+ 2) − ( + 2x+ b) = (− + 2 − b)x2 e−x f
′

e−x x2 e−x x2 e−x

⇒ (x) = −2x − (− + 2 − b) = ( − 2x− 2 + b)f
′′

e−x x2 e−x x2 e−x

< 0f ′′(0, 2)f

x = 2 , x = 0( ≠ 0)e−x

x = 0 ⇒ − 2(0) − 2 + b = 0 ⇒ b = 2(0)2

x = 2 ⇒ − 2(2) − 2 + b = 0 ⇒ b = 2(2)
2

= 3 − 6x+a ⇒ = 6x− 6 = 0 ⇒ x = 1 y = −2 +a+ b → Ay′ x2 y′′ − →−−
تابع 

∣
∣
1
−2+a+b

= 3 − 6x+a → (1) = = −3 +ay′ x2 y′ mمماس

y− (−2 +a+ b) = (−3 +a)(x− 1) 0 + 2 −a− b = 3 −a ⇒ b = −1− →−−−−
صدق ∣∣

00

y = ky = k

6y = 6

{ 2x+ = 6 2 + 2x+a = 6x+ 6 ⇒ 2 − 4x+a− 6 = 0y = 2x+ a
x+1

y = 6
− →−−
تلاقی a

x+ 1
− →−−−−−−
×(x+1)

x2 x2

Δ = 0 ⇒ 16 − 4(2)(a− 6) = 0 ⇒ 16 − 8a+ 48 = 0 ⇒ a = 8

a = 8 2 − 4x+ 2 = 0 → − 2x+ 1 = 0 → (x− 1 = 0 → x = 1− →−−−−−−
معادله تلاقی

x2 x2 )2

fR[0 , 2π]
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 بیشترین مقدار تابع 

 
دقت کنید: 

نمودار تابع محور  ها را قطع نمی کند، پس معادله ي  ریشه ندارد بنابراین  است (وگرنه   ریشه 64.گزینه 4

 
است.). حال چون عرض اکسترمم برابر  است، پس باید معادله ي تلاقی آن منحنی، ریشهي مضاعف داشته باشد.

 

 به این دلیل مورد قبول نیست که در این صورت طول نقطه ي تماس  مثبت می شود که با توجه به شکل، قابل قبول

نمی باشد.

65.گزینه 1

اکسترمم نسبی  

(x) = = = = 0 → 1 + 2 cosx = 0f ′ cosx(2 + cosx) − (−sinx) sinx

(2 + cosx)2
2 cosx+ x+ xcos2 sin2

  1

(2 + cosx)2
1 + 2 cosx

(2 + cosx)2

⇒ cosx = − = cos(π− ) = cos ⇒
1
2

π

3
2π
3

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
x = 2kπ+α → x = 2kπ+ → x =

2π
3

2π
3

x = 2kπ−α → x = 2kπ− → x =
2π
3

4π
3

=
3−−√

3
⇒

f(0) = 0

f( ) = =
2π
3

3√
2

2 −
1
2

3−−√

3

f( ) = = −
4π
3

− 3√
2

2 +
1
2

3−−√

3

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cos = cos(π− ) = − cos = − , sin = sin(π− ) = sin =
2π
3

π

3
π

3
1
2

2π
3

π

3
π

3
3−−√

2

cos = cos(π+ ) = − cos = − , sin = sin(π+ ) = − sin = −
4π
3

π

3
π

3
1
2

4π
3

π

3
π

3
3−−√

2

xy = 0a = 0x =
1
a

1

{ = 1 ⇒ + bx+ 1 = 0 Δ = 0 ⇒ = 4 ⇒ b = ±2 ⇒ b
y =

−1
+bxx2

y = 1
− →−−
تلاقی −1

+ bxx2 x2 − →−−−−−−−−−−−−−−
 شرط ریشه ي مضاعف

b2

= −2 غ ق ق

b = −2(− )
b

2a

{ ⇒ a+ b = 2 ⇒ f(2) = = −
b = 2
a = 0

−1
4 + 4

1
8

(x) = = 0 ⇒ x = 0 y = ⇒ Cf
′ −2x

( + 3)x2 2 −→−
تابع 1

3

∣

∣

∣
∣

0
1
3
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x

y

1
3

1
4

1-1

AB
C

 

 
 

 

 
 نقاط عطف  

می دانیم اگر تابعی داراي مجانب قائم باشد غیر یکنوا محسوب می شود. تابع  با شرط   در 66.گزینه 4

 
هر شاخه صعودي اکید است:

 
چون تابع هموگرافیک روي هر شاخه صعودي است و نه روي کل دامنه. اگر بخواهد براي   صعودي اکید باشد، باید مجانب

 
قائم بعد از   قرار گیرد.

 
 مخرج

از اشتراك  و  به جواب  می رسیم.
67.گزینه 3

 
از تابع داده شده دو بار مشتق می گیریم.

 

        

 

0
1- 0- +

y
y

x

طول نقاط عطف 

چون خط مماس بر منحنی در  واقع بر منحنی از منحنی عبور کرده است پس  طول نقطه ي عطف 68.گزینه 3

 
منحنی می باشد یعنی  است.

 
 

 
 ( تابع درجه ي سوم وقتی داراي اکسترمم نسبی است که مشتق آن داراي  ریشه ي حقیقی متمایز باشد ( 69.گزینه 3

S = =
× 21

12
2

1
12

(x) =f ′′ −2( + 3 − 2( + 3)(2x)(−2x)x2 )2 x2

( + 3x2 )4

=
−2( + 3 + 8 ( + 3)x2 )2 x2 x2

( + 3x2 )4

= = = 0( + 3)(−2( + 3) + 8 )x2 x2 x2

( + 3x2 )4
6 − 6x2

( + 3x2 )3
⇒→ x = 1 , x = −1

→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 1 → y = → B
1
4

∣

∣

∣
∣

1
1
4

x = −1 → y = → C
1
4

∣

∣

∣
∣

−1
1
4

y =
ax+ b

cx+d
ad− bc > 0

ad− bc = 2(−a− 2) − (1 −a) > 0 ⇒ −2a− 4 − 1 +a > 0 ⇒ a < −5 (I)

x < −6
x = −6

= 0 → x = a+ 2 ⇒ a+ 2 > −6 ⇒ a > −8 (II)

III−8 < a < −5

f(x) = − 2 ⇒ (x) = − ⇒ (x) = +x

4
3 x

1
3 f

′ 4
3
x

1
3 2

3
x

−
2
3 f

′′ 4
9
x

−
2
3 4

9
x

−
5
3

= ( + ) = ( + ) = ( + ) = ( ) = 0 → x = −14
9

x
−

2
3 x

−
5
3 4

9
1
x2−−−√3

1
x5−−−√3

4
9

1
x2−−−√3

1
x x2−−−√3

4
9

x+1
x x2−−−√3  

وجود ندارد ، x=0 ′′yدر

→ x = 0 , x = −1→

x = −1x = −1
(−1) = 0f ′′

(x) = 3 − 2ax → (x) = 6x− 2a −6 − 2a = 0 ⇒ a = −3 ⇒ y = + 3 + bf ′ x2 f ′′ → x3 x2

1) x = −1 y = 2 + b → A−→−
تابع

∣
∣
−1
2+b

2) = 3 + 6x → = 3(−1 + 6(−1) = −3y′ x2 mمماس )2

3) y− (2 + b) = −3(x+ 1) 2 − 2 − b = −3 → b = 3− →−−−−
صدق ∣∣

02

2> 0Δمشتق

= −mx+ 4 − 4ac > 0 → − 16 > 0 → m > 4 یا m < −4y′ x2 − →−−−
Δ>0

b2 m2



صفحه 15

   یا  

 
بنابراین طول نقاط عطف در محدوده ي  قرار خواهد داشت. 

 
از روي شکل می توان متوجه شد که تابع، وقتی  داراي مجانب افقی است.  70.گزینه 2

 : هم ارزي واندروالسی

 
 

 

 

در تابع درجه ي سوم، نقطه ي عطف وسط پاره خطی است که نقاط  و  را به هم وصل می کند. بنابراین کافی 71.گزینه 3
است فاصله بین نقاط  و  را حساب کرده و حاصل را تقسیم بر  کنیم تا فاصله ي نقطه ي عطف از  یا  بدست

 
آید. 

 فاصله ي نقطه ي عطف تا نقطه ي 

 
، مجانب مایل تابع  باشد داریم: اگر خط به معادله ي  72.گزینه 2

 

 
بنابراین مجانب مایل این تابع، خط  است.

تابع داده شده داراي یک مجانب قائم است بنابراین گزینه هاي  و  حذف می شوند زیرا دو مجانب قائم دارند  73.گزینه 3
. دقت کنید مجانب قائم تابع در سمت چپ محل برخورد نمودار با محور  قرار دارد بنابراین گزینه ي  نیز حذف می شود

 
ها را در  قطع می کند و معادله ي مجانب قائم آن خط  است.  ، تابع محور  زیرا در گزینه ي 

 
منظور سوال این است که در کدام بازه، تقعر تابع رو به بالا می باشد یعنی  است.  74.گزینه 2

 

= = =xعطف
−b

3a

m
2

3( )
1
3

m

2

m < −4 → < −2m

2
m > 4 → > 2m

2
R − [−2, 2]

x → +∞

f(x) = −2bx+ x− y = −2bx+x−1
−−√ ∣

∣
∣

a

1 × 2
∣

∣
∣ − →−−−−−
x→+∞ a

2

−2b+ 1 = 0 → b =
1
2

→ y = (−2b + 1)x − a
2 − →−−−−−−−−−−

است. y=k

 مجانب افقی به صورت

f(x) = −x+ 0 = −3 + → 3 =−ax+ 1x2− −−−−−−−−√ − →−−−−−−
f(3)=0

از روي شکل
9 − 3a+ 1
− −−−−−−−√ 10 − 3a

− −−−−−√

9 = 10 − 3a → 3a = 1 → a = → ab =
1
3

1
6

− →−−−
توان2

MaxMin

MaxMin2MaxMin

AB = = = = 3(1 + 2 + (4 − 7)2 )2− −−−−−−−−−−−−−−√ 9 + 9
− −−−√ 18

−−√ 2
−−√

= =
AB

2
3 2−−√

2
Max

y = ax + by = f(x)

a = , b = (f(x) −ax)lim
x→±∞

f(x)

x
lim

x→±∞

a = = = = = 1lim
x→+∞

f(x)

x
lim

x→+∞

+ 4x4− −−−−√
+xx2 lim

x→+∞
x4−−−√

x2 lim
x→+∞

x2

x2

b = (f(x) −ax) = ( −x) = ( )lim
x→+∞

lim
x→+∞

+ 4x4− −−−−√
x+ 1

lim
x→+∞

− ( +x)+ 4x4− −−−−√ x2

x+ 1

= = = −1= ====
پرتوان

lim
x→+∞

− −xx4−−−√ x2
x

lim
x→+∞

− −xx2 x2
x

lim
x→+∞

−x

x

y = x − 1
14

(x = ±1)x2
2xx = 1x = 3

(x) > 0f′′

(x) = 2x− − → (x) = 2 −x− = −( +x− 2)f ′ 1
2
x2 1

3
x3 f ′′ x2 x2

= −(x+ 2)(x− 1) > 0 → → x ∈ (−2, 1)

x

(x)f ′′

f(x)

−∞

−

∩

−2
0 +

∪

1
0 −

∩

+∞



 
می دانیم:   75.گزینه 2

 
براي پیدا کردن نقاط بحرانی  باید ریشه هاي معادله ي  را بدست آوریم. 

( = ⋅ , (uv = v+ ueu)′ u′ eu )′ u′ v′

f ′= 0f ′′
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 مجموع مربعات ریشه ها

 
مرکز تقارن تابع هموگرافیک  محل برخورد مجانب هاي آن یعنی نقطه ي  است.  76.گزینه 1

مرکز تقارن تابع درجه ي سوم  همان نقطه ي عطف تابع است که طولش از رابطه ي 

 
و عرضش از قراردادن طول نقطه در تابع بدست می آید. 

 

 

 
 چون دو نقطه ی  و  بر هم منطبق هستند دار�م: 

 
 

 :معادله محور تقارن 

77.گزینه 3

) نقطه ي  می باشد. مرکز تقارن تابع هموگرافیک (

 
    و    

 
 :پس

بنابراین، این تابع داراي  مجانب است.
78.گزینه 4

 
ریشه ي ساده یا مکرر مرتبه ي فرد  طول نقطه ي عطف است.

 

 

 
کافی است از تابع، مشتق گرفته و آن را تعیین علامت کنیم. 79.گزینه 3

 

 

(x) = (2x− 7) + ( − 7x+ 14) = (2x− 7 + − 7x+ 14) = ( − 5x+ 7)f ′ ex ex x2 ex x2 ex x2

(x) = ( − 5x+ 7) + (2x− 5) = ( − 5x+ 7 + 2x− 5) = ( − 3x+ 2) = 0f ′′ ex x2 ex ex x2 ex x2

→ − 3x+ 2 = 0 → (x− 1)(x− 2) = 0 → = 1, = 2x2 x1 x2

= 1 + 4 = 5

(y = )
ax+ b

cx+d
I

∣

∣
∣
− d

c
a
c

(y = a + b + cx + d)x3 x2= −xعطف
b

3a

f(x) = → مرکز تقارن : A
x− 3
x− 1

∣
∣
1
1

g(x) = − 3 + 7m → = = 1 = −2 + 7m → : مرکز تقارن  Bx3 x2 xعطف
3
3

−→−
تابع

yعطف
∣
∣
1
−2+7m

AB
−2 + 7m = 1 → m =

3
7

x = − = = 2m =
b

2a
4m
2

6
7

h(x) = − 4mx+m →x2

y =
ax+ b

cx+d

∣

∣
∣
− d

c
a
c

4 = → 4 = → a = 12a

c

a

3
−3 = − → −3 = → b = 9d

c

−b

3

f(x) = →
2x
− 108x2

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

f(x) = = = 0 → y = 0 limمجانب افقی
x→±∞

lim
x→±∞

2x
x2 lim

x→±∞

2
x

مخرج = 0 → = 108 → x = ±x2 108− −−√ مجانب هاي قائم
3

y′′

(x) = 64 + 96 + 48x− 191 → (x) = 192 + 192x+ 48f ′ x3 x2 f ′′ x2

= 48(4 + 4x+ 1) = 48 = 0 → x = −x2 (2x+ 1)
2 1

2

→ تقعر تابع همواره رو به بالا است بنابراین تابع فاقد نقطه ي عطف است.
x

(x)f ′′

f(x)

−∞

+

∪

−
1
2

0

+∞

+

∪

f(x) = − 12 → (x) = − = ( − 14 ) = ( − 14 )x
6
5 x

7
5 f ′ 6

5
x

1
5 84

5
x

2
5 6

5
x

1
5 x

2
5 6

5
x−−√

5 x2−−−√5

= 0 → = 14 x = → x( x− 1) = 0 → x = 0,x = (x−−√
5 x2−−−√5 − →−−−

5 توان
145

x2 145 1
14

)5



→ اکسترمم نسبی دارد. 2 تابع،
x

y′

y

−∞

−
↘

0
0

Min

+
↗

(
1

14 )5

0
Max

−
↘

+∞
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کافی است از تابع، دوبار مشتق گرفته و کوچک تر از صفر قرار دهیم و توجه کنید دامنه ي تعریف تابع داده شده  80.گزینه 3

 
 است. 

 

f ( )x
f ( x)

0x - +

با توجه به جدول، دربازه ي  تقعر تابع روبه پائین است.

 
نمودار تابع از مبدأ مختصات می گذرد پس مختصات آن در تابع صدق می کند. 81.گزینه 3

 
 
، مماس افقی است بنابراین مشتق در  برابر صفر است.  در 

  

 :پس

82.گزینه 1

 
 مجانب قائم 

 
 مجانب افقی 

بنابراین محل تقاطع این دو مجانب، نقطه ي  می باشد.

 
با توجه به نمودارهاي تابع درجه ي سوم، ضریب  باید مثبت باشد.  83.گزینه 3

بنابراین تابع به صورت  است از طرفی  طول نقطه ي  تابع است پس  است.

 
بنابراین  است. 

84.گزینه 1

 
تابع در  داراي حد است. 

 : پس

ها قطع کرده اند و مجانب قائم تابع خط   می باشد. مجانب مجانب قائم و مجانب مایل یکدیگر را روي محور   85.گزینه 2
مایل از دو نقطه ي   و   عبور می کند بنابراین معادله ي آن  یا  است. براي پیدا کردن مجانب مایل،

 
کافی است صورت را بر مخرج تقسیم کنید.

= R− {0}Df

f(x) = x ⋅Ln → (x) = Ln + ⋅x = Ln + 2x2 f ′ x2 2x
x2 x2

→ (x) = = →f ′′ 2x
x2

2
x

(−∞, 0)

0 = 0 + 0 + b → b = 0∣
∣
0
0 − →−−

صدق

x = 3x = 3

(x) = −3 + 2ax −27 + 6a = 0 → a = =f ′ x2 − →−−−−−
(3)=0f ′ 27

6
9
2

f(x) = − + → f(4) = −64 + 72 = 8x3 9
2
x2

: y → ∞ : + = 4 → = 2 → 2x− 2 = x → x = 2x

x− 1
2y
y

x

x− 1

: x → ∞ : + = 4 → = 3 → 3y+ 3 = 2y → y = −3x

x

2y
y+ 1

2y
y+ 1

∣
∣
2
−3

x3

3 − 2a > 0 → 2a < 3 → a < a = 1
3
2

− →−−−−−−−−−−−
aعددي طبیعی است

f(x) = + bx3 x2x = 3Min(3) = 0f
′

(x) = 3 + 2bx 27 + 6b = 0 → b = −f
′

x2 − →−−−−−
(3)=0f ′ 9

2

b−a = − − 1 = −
9
2

11
2

0 = → b = 0∣
∣
0
0 − →−−−−−−

صدق در تابع 0 + 0 + b

0 − 1
x = 1

x = 1 = 1 +a = 0− →−−−−−
عدد  گذاري 1 +a+ b

0
1 +a

0
− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

است که پس از رفع ابهام، جوابش عدد می شود 0این کسر به صورت
0

→ a = −1

f(x) = = = f(x) = x(x+ 1) → f(2) = 6−xx3

x− 1
x( − 1)x2

x− 1
x(x+ 1)(x− 1)

(x− 1)
xx = 2

A ∣
∣
2
0B ∣

∣
0
2x+y = 2y = −x+ 2
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اگر مجانب مایل بدست آمده را با  مقایسه کنیم داریم:   و  و تابع به صورت    در

 
می آید.

با توجه به شکل منحنی در  مینیمم دارد پس  است پس:

 
اولاً  است، زیرا  (  و  مثبت هستند)  ثانیاً  است. 86.گزینه 3

نقاط توخالی روي نمودارها معمولاً در توابع کسري می باشند و صورت و مخرج کسر به ازاي  آن نقطه ي توخالی، صفر 87.گزینه 2

 
است. 

 

a

l
 

    و        و    

 
با توجه به این توضیحات،  هم صورت و هم مخرج را صفر می گویند. 

 

 
 : پس

 : مجانب قائم

: مجانب افقی

بنابراین تابع  به صورت   در می آید و می دانیم مرکز تقارن تابع درجه ي سوم همان نقطه ي عطف تابع

 
است و طول نقطه ي عطف در تابع درجه ي سوم از رابطه ي   به دست می آید.

 
طول نقاط بحرانی، ریشه هاي مشتق هستند. 88.گزینه 3

→ y = −ax− (2a+ b) مجانب مایل:

a + bx+ cx2

−a + 2axx2

(2a+ b)x+ c
¯ ¯¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄

(2a+ b)x+ 2(2a+ b)

4a+ 2b+ c

∣

∣
∣

−x+ 2
−ax− (2a+ b)

y = −x+ 2b = −4a = 1y =
− 4x+ cx2

2 −x

x = 0(0) = 0y′

⇒ = = 0 ⇒ −8 + c = 0 ⇒ c = 8 ⇒ b− c = −12y′ (2x− 4)(2 −x) + − 4x+ cx2

(2 −x)2
∣

∣
∣
x = 0

a < 0f(x) ≤ 0x2ebx( ) = 0f ′ 1
2

f(x) = a ⇒ (x) = a = a ⋅
x2

ebx
f ′ 2x( ) − bebx ebxx2

e2bx
x ⋅ ⋅ (2 − bx)ebx

e2bx

= (x) = a 2 − = 0 ⇒ b = 4f ′ x(2 − bx)

ebx
− →−−−−−−

( )=0f ′ 1
2 b

2
x

f(x) =
g(x)

h(x)
g(a) = h(a) = 0f(x) = llim

x→a

x = 0

0 − 0 − c = 0 → c = 0x = 0 − →−−−−−−−−−
صدق در صورت

x = 0 0 + 0 +d = 0 → d = 0− →−−−−−−−−
صدق در مخرج

y = = =
a −axx2

+ bxx2
x(ax−a)

x(x+ b)

ax−a

x+ b

x = 2 2 + b = 0 → b = −2− →−−−−−−−−
صدق در مخرج

y = 1 = a = 1 → a = 1− →−−−−−−−
 حد  در بی نهایت

lim
x→±∞

ax

x

g(x)g(x) = − 2 +xx3 x2

=xعطف
−b

3a

= → =xعطف
−b

3a
xعطف

2
3
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89.گزینه 2

 
 ریشه ي ساده ي  می باشد، پس طول نقطه ي عطف تابع است.

 
 در  تابع  تغییر علامت دارد و  دارای خط مماس قائم است، �س  هم عطف تابع است.

 

x
+
0 1

+
∞ +∞

y _
_

بنابراین نقاط عطف، نقاط  و  هستند که فاصله ي آن ها برابر است با: 

90.گزینه 3

 
تابع داده شده به صورت  است.

 

گزینه ي اول در معادله ي این خط، صدق می کند.

 
کافی است که ریشه هاي مشتق را پیدا کرده و مشتق را تعیین علامت کنیم. 91.گزینه 1

 
بنابراین تابع  داراي یک  است.

 
چون بازه اي داده نشده است دامنه ي تعریف تابع را به عنوان بازه در نظر می گیریم. 92.گزینه 2

 

 
کافی است مقدار تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقطه ي بحرانی (در صورت وجود) بدست آوریم.

 

مشتق صفر نمی شود به ازاي   و  مشتق وجود ندارد که هیچ کدام بحرانی نمی باشند زیرا یکی ابتداي بازه است و

 
دیگري در بازه قرار ندارد.

f(x) = +a + bx ⇒ (x) = 3 + 2ax+ bx3 x2 f ′ x2

→ a = −3 , b = −9
⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪
x = −1 0 = 3 − 2a+ b → 2a− b = 3− →−−

صدق

x = −3 0 = 27 + 6a+ b → 6a+ b = −27− →−−
صدق

(x) = 3 − 6x− 9 → (x) = 6x− 6 = 0 → x = 1 = 1 + = −11f ′ x2 f ′′ −→−
تابع

yعطف a+ b
  −12

f(x) = (x+ 2) → f(x) = (x+ 2) = + 2 → (x) = +x−−√
3 x

1
3 x

4
3 x

1
3 f ′ 4

3
x

1
3 2

3
x

−
2
3

→ (x) = − = ( − = ( − ) = ( )f ′′ 4
9
x

−
2
3 4

9
x

−
5
3 4

9
1

x2−−−√3
1

x5−−−√3
4
9

1

x2−−−√3
1

x x2−−−√3
4
9

x− 1
x x2−−−√3

x = 1= 0f ′′

x = 0f ′′fx = 0

A
∣
∣
∣
0
0

B
∣
∣
∣
1
3

AB = =9 + 1
− −−−√ 10

−−√

y = + 3 +xx3 x2

1) = − = − = −1 y = −1 + 3 − 1 = 1 → Axعطف
b

3a
3
3

−→−
تابع

∣
∣
−1

1

2) y = + 3 +x → = 3 + 6x+ 1 = 3 − 6 + 1 = −2x3 x2 y′ x2 − →−−−
x=−1

mمماس
3) y− 1 = −2(x+ 1) → y = −2x− 1

(x) = ( − 3x+ 2)( − 10x+ 9) = (x− 1)(x− 2)(x− 1)(x− 9) = (x− 2)(x− 9) = 0f ′ x2 x2 (x− 1)
2

→ x = 1 , x = 2 , x = 9 →
x

y′

y

−∞
+
↗

1
0 +

↗

2
0

Max

−
↘

9
0

Min

+
↗

+∞

fMax

→ = [2, 6]
x− 2 ≥ 0 → x ≥ 2
12 − 2x ≥ 0 → x ≤ 6

Df

(x) = − = +f ′ 1
2 x− 2− −−−√

1(−2)

2 12 −x
− −−−−√

1
2 x− 2− −−−√

1
12 −x
− −−−−√

x = 2x = 12



پس  مطلق تابع برابر  است. 
f(2) = 0 − = −2 , f(6) = − 0 = 28

−−√ 2
−−√ 4

−−√
Max2



صفحه 20

93.گزینه 1

علامت مشتق اول و دوم را در اطراف   مشخص می کنیم.

 
صعودي  

 
تقعر رو به پایین  

بنابراین گزینه ي اول صحیح است.
چون مجانب افقی، جواب حد تابع در بی نهایت است و این تابع داراي مجانب افقی است باید بزرگ ترین توان  94.گزینه 1

 
صورت با بزرگ ترین توان  مخرج با هم برابر باشند بنابراین   باید از صورت حذف شود.

 

 
  یک تابع هموگرافیک است   که مرکز تقارن آن   است.

چون توان صورت از مخرج بیشتر است بنابراین تابع فاقد مجانب افقی است و چون بزرگ ترین توان  صورت از 95.گزینه 2
بزرگترین توان  مخرج، یک واحد بیش تر است، صورت را بر مخرج تقسیم می کنیم تا در صورت امکان مجانب مایل تابع را بدست

 
آوریم.

 
مجانب مایل:

 
مجانب قائم: مخرج

واضح است که محل تلاقی این دو مجانب، نقطه ي   است.

 
نقطه ي  ،   نسبی تابع است بنابراین در تابع صدق می کند و طولش، مشتق را صفر می کند. 96.گزینه 1

 

 

 
کافی است از تابع مشتق گرفته و مساوي صفر قرار داده و مختصات اکسترمم هاي تابع را بدست آوریم. 97.گزینه 2

x =
π

4
(x) = 2 cos 2x+ 2 sin 2x → ( ) = 2(0) + 2(1) = 2 > 0 →f ′ f ′ π

4

(x) = −4 sin 2x+ 4 cos 2x → ( ) = −4(1) + 0 = −4 < 0 →f ′′ f ′′ π

4

x

xx3

a− 1 = 0 → a = 1 → g(x) =
2x+ 5
x− 4

g(x)(y = )
ax+ b

cx+d
W

∣

∣
∣
− d

c
a
c

W → W → WO = = = = 2
∣

∣
∣
− d

c
a
c

∣

∣
∣
4
2 +42 22− −−−−−√ 16 + 4

− −−−−√ 20
−−√ 5

−−√
x

x

⇒ y = x+ 6

x3

− + 6 − 9xx3 x2
∣

∣
∣

− 6x+ 9x2

x+ 6

6 − 9xx2¯ ¯¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯

−6 + 36x− 54x2

27x− 54¯ ¯¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄̄ ¯̄¯

= 0 → − 6x+ 9 = 0 → = 0 → x = 3x2 (x− 3)
2

∣

∣
∣
3
9

∣

∣
∣

2
0

Max

0 = 8m− 4n− 8 → 8m− 4n = 8 → 2m−n = 2
∣

∣
∣

2
0

− →−−
صدق

= 3m − 2nx → 0 = 12m− 4n → 3m−n = 0
∣

∣
∣

2
0

− →−−−−−−−−−−−−−−−
طولش، مشتق را صفر می کند

y′ x2

{ → m = −2 , n = −62m−n = 2
3m−n = 0
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98.گزینه 1

 
 
چون بازه اي داده نشده است دامنه ي تعریف را به عنوان بازه در نظر می گیریم.

 
 
کافی است مقدار تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی (در صورت وجود) بدست آوریم.

 

 

 
بنابراین ماکسیمم مطلق تابع در بازه ي داده شده برابر   است.

باید بازه اي را بیابیم که در آن مشتق دوم، منفی است. توجه کنید دامنه ي تعریف تابع  99.گزینه 1

 
  است.

y = (x− 2) → = 2(x− 1)(x− 2) + = (2x− 4 +x− 1)(x− 1)2 y′ (x− 1)2 (x− 1)  
فاکتور

= (x− 1)(3x− 5) = 0 → x = 1 , x =
5
3

→

x

y′

y

−∞

+

↗

1

0

0

Max

−

↘

5
3
0

−4
27
Min

+

↗

+∞

A , B → AB = =
∣

∣
∣

1
0

∣

∣

∣
∣
∣

5
3

−
4

27
(1 − + (0 +

5
3

)2 4
27

)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−√ +

4
9

16
27 × 27

− −−−−−−−−−√

= = = =(1 + )
4
9

4
3 × 27

− −−−−−−−−−−√ 2
3

1 +
4

81

− −−−−−√ 2
3

85
81

−−−√ 2
27

85
−−√

f(x) = x = x(1 − )x2
1
2 1 −x2− −−−−√

: 1 − ≥ 0 → ≤ 1 → −1 ≤ x ≤ 1 → x ∈ [−1, 1]Df x2 x2

(x) = + x = − = =f ′ 1 −x2− −−−−√ 1(−2x)

2 1 −x2− −−−−√
1 −x2− −−−−√ x2

1 −x2− −−−−√
1 − −x2 x2

1 −x2− −−−−√
1 − 2x2

1 −x2− −−−−√

→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= 0 → 1 − 2 = 0 → x = , x = صورت− x2 2√
2

2√
2

= 0 → 1 − = 0 → x = ±1 مخرج: x2 بحرانی نیستند زیرا ابتدا و انتهاي بازه هستند

f(−1) = 0 , f(1) = 0 , f( ) = × = , f(− ) = − × = −
2−−√

2
2−−√

2
2−−√

2
1
2

2−−√

2
2−−√

2
2−−√

2
1
2

1
2

: x− 3 ≥ 0 → [3, +∞)Df
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و به ازاي  ، مشتق دوم وجود ندارد.

x
y΄

y

3 4

4

0
+

+-
0

تقعر تابع در بازه ي   رو به پایین است پس بیشترین مقدار   برابر یک است.

 
ابتدا معادله ي مجانب افقی تابع را بدست می آوریم. 100.گزینه 3

 

 
باتوجه به نمودار داده شده مشخص است که نقطه ي   روي نمودار قرار دارد.

 

 
تابع بر محور  ها در نقطه اي به طول منفی مماس است بنابراین معادله ي   داراي ریشه ي مضاعف با طول منفی است.

 
 معادله ي تلاقی: 

 
 : شرط ریشه ي مضاعف

ریشه ي مضاعف   یعنی   باید منفی باشد پس   قابل قبول است بنابراین   است.

 
چون توابع به صورت   همواره نزولی هستند بنابراین باید   باشد. 101.گزینه 1

 
و می دانیم شرط آن که یک عبارت درجه ي دوم، کوچکتر مساوي صفر باشد آن است که   و   باشند.

 

 

پس مجموعه ي طول نقاط عطف این توابع در بازه ي   است.

f(x) = x → (x) = + = =x− 3
− −−−√ f ′ x− 3

− −−−√ x

2 x− 3− −−−√

2(x− 3) +x

2 x− 3− −−−√

3x− 6
2 x− 3− −−−√

→ (x) = =f ′′

3(2 ) − 2( )(3x− 6)x− 3− −−−√ 1
2 x−3√

(2 )x− 3− −−−√ 2

6 −x− 3− −−−√ 3x−6
x−3√

4(x− 3)

= = = 0 → 3x = 12 → x = 4

6(x−3)−(3x−6)

x−3√
4(x− 3)

3x− 12
4 (x− 3)x− 3− −−−√

x = 3

(3, 4)b−a

f(x) = → y =lim
x→±∞

= ====
پر توان

lim
x→±∞

ax2

3x2
a

3
a

3
∣

∣
∣

0
a
3

= → a = 6
∣

∣
∣

0
a
3

− →−−
صدق a

3
0 − 0 + 12

0 + 6
xf(x) = 0

6 − bx+ 12 = 0
⎧
⎩⎨
⎪
⎪
y =

6 − bx+ 12x2

3 + 6x2
y = 0

− →−−
تلاقی

x2

Δ = 0 → − 4ac = 0 → − 288 = 0 → b = ±12b2 b2 2
−−√

( )
−b

2a
b

12
b = −12 2

−−√a+ b = 6 − 12 2
−−√

g(x)(x) ≤ 0g′

(x) = − + (m+ 1)x− 1 ≤ 0g′ x2
a < 0Δ ≤ 0

{a < 0 → −1 < 0 : برقرار است

Δ ≤ 0 → − 4ac ≤ 0 → − 4 ≤ 0 → ≤ 4 → −2 ≤ m+ 1 ≤ 2 (∗)b2 (m+ 1)
2

(m+ 1)
2

= = =xعطف
−b

3a

−( )
m+1

2

3( )
−1
3

m+ 1
2

∗ : −2 ≤ m+ 1 ≤ 2 → −1 ≤ ≤ 1
m+ 1

2
[−1, 1]
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توجه کنید طول نقطه ي عطف در تابع درجه ي سوم   از رابطه ي    بدست می آید.

 
در تابع درجه ي سوم  طول نقطه ي عطف از رابطه ي  بدست می آید. 102.گزینه 1

 

 

 
می دانیم:  103.گزینه 3

 
دامنه ي تعریف تابع  است. کافی است از تابع دو بار مشتق گرفته و کوچکتر از صفر قرار دهیم.

 

 
چون  است پس  می باشد، بنابراین  و تقعر منحنی همواره رو به بالا است.

مرکز تقارن تابع هموگرافیک  نقطه ي  است و مرکز تقارن تابع درجه ي سوم همان نقطه ي 104.گزینه 2

 
عطف تابع است که طولش از رابطه ي  بدست می آید و آن را در تابع قرار داده و عرض نقطه ي عطف بدست می آید.

 

 

نسبی است پس  تابع داده شده به صورت  است.  طول  105.گزینه 4

 
است. 

 
از طرفی تابع در  داراي عطف افقی است پس  است.

 
پس  است.

106.گزینه 4 براي تعیین نقاط عطف تابع  باید تابع  و یا به عبارت دیگر  را تعیین علامت کنیم

 
بنابراین در نمودار روبرو باید مشتق تابع (شیب نمودار) را تعیین علامت کنیم.

x

y

a b c d

y= ))f x

(y = a + b + cx+d)x3 x2=xعطف
−b

3a

y = a + b + cx+dx3 x2=xعطف
−b

3a

1) = = = 1 y = −5 → Axعطف
−b

3a
6
6

−→−
تابع ∣

∣
∣

1
−5

2) = 6 − 12x → = 6(1) − 12(1) = −6y′ x2 mمماس

3) y+ 5 = −6(x− 1) y+ 5 = 6 → y = 1− →−−
x=0

Ln = nLna , y = Lnu → = , (uv = v+ uan y′ u′

u
)′ u′ v′

: x > 0Df

f(x) = Ln → f(x) = (x− 2)Lnx → (x) = Lnx+ (x− 2) = Lnx+
x− 2

3
x3 f ′ 1

x

x− 2
x

→ (x) = + → (x) = + =f ′′ 1
x

1(x) − 1(x− 2)

x2 f ′′ 1
x

2
x2

x+ 2
x2 
+

x > 0x+ 2 > 0(x) > 0f ′′

y =
ax+ b

cx+d
W

∣

∣
∣
− d

c
a
c

=xعطف
−b

3a

f(x) = → A → A
3x+ 5
x− 3

∣

∣
∣
− = 3d

c

= 3a
c

∣

∣
∣
3
3

g(x) = − 29x+ 1 → = = = 0 = 1 → Bx3 xعطف
−b

3a
0
3

−→−
تابع

yعطف
∣

∣
∣

0
1

AB = = =+(3 − 0)
2

(3 − 1)
2− −−−−−−−−−−−−−√ 9 + 4

− −−−√ 13
−−√

f(x) = + −
a

4
x4 2

3
x3 b

2
x2x = 2Max(2) = 0f ′

(x) = a + 2 − bx 8a+ 8 − 2b = 0f ′ x3 x2 − →−−−−−
(2)=0f ′

x = 0(0) = 0f
′′

(x) = 3a + 4x− b 0 + 0 − b = 0 → b = 0 , a = −1f ′′ x2 − →−−−−−−
(0)=0f ′′

2a− b = −2
fy = (x)f

′′
y = ( (x))f ′ ′

→

x

(x)f
′′

y

−

∩

a

0 +

∪

b

0 −

∩

c

0 +

∪

d

0 −

∩



 
yبنابراین تابع  در  و  و  و  داراي عطف است. = f(x)abcd
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107.گزینه 4

مجانب قائم     :     مخرج      

تابع  مجانب دیگري ندارد.

مجانب افقی  از طرفی

 
بنابراین تابع  داراي یک مجانب  و تابع  داراي سه مجانب است  پس  است. 

توجه کنید توابع به فرم  به ازاي  و  داراي مجانب قائم هستند به شرط آنکه حداقل یک طرفشان در دامنه ي

 
تعریف باشد (حداقل یک طرفشان مثبت باشد).

 
باید فواصلی را بیابیم که در آن فواصل  و  است. 108.گزینه 3

 

 

از اشتراك دو جواب بدست آمده به جواب  می رسیم.

براي محاسبه ي اکسترمم هاي مطلق یک تابع در بازه ي  کافی است که مقدار تابع را به ازاي طول یا طول هاي 109.گزینه 2
نقاط بحرانی به دست آوریم سپس مقدار تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه به دست آوریم. در بین اعداد بزرگ ترین آن ها  مطلق

و کوچک ترین آن ها  مطلق است. اگر بازه داده نشد دامنه ي تعریف تابع را به عنوان بازه در نظر می گیریم. دقت کنید دامنه ي

 
تعریف این تابع

 
 است.

 

 

 

 
این تابع  مطلق ندارد و  مطلق آن  است.
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براي رسم نمودار  کافی است ابتدا نمودار  را رسم کنیم سپس قسمت هایی از شکل را که 110.گزینه 3

 
سمت چپ محور  قرار دارد را حذف کرده و قرینه ي قسمت سمت راست را نسبت به محور  ها رسم کنیم.

y = f(|x|)y = f(x)

xy



صفحه 25

 
تابع  یک تابع هموگرافیک است.

مجانب افقی  مجانب قائم  مخرج

 
 منحنی در ربع اول و سوم مجانب هایش قرار دارد 

y

x
y= 1

y=
x 1
x 2

x= 2

1

1
2

y=
x 1
x 2

y

x

است بنابراین  ریشه ي مضاعف مخرج است چون شکل تابع در اطراف مجانب قائم به صورت 111.گزینه 2

 
بنابراین مخرج باید به صورت  باشد.

 

 
بنابراین تابع به صورت  است. چون در  مماس افقی است پس  است.

 

 

 
پس  است.

112.گزینه 1

 
باید معادله ي  داراي دو ریشه ي متمایز مثبت باشد و می دانیم شرط آن که یک معادله ي درجه ي دوم داراي دو ریشه ي

 
متمایز مثبت باشد آن است که  و  (ضرب دو ریشه) و  (جمع دو ریشه) باشد.

 

 

 برقرار است 

از اشتراك جواب هاي به دست آمده به جواب  می رسیم.

 
از روي شکل مشخص است که محور عرض یعنی  مجانب قائم است بنابراین در مخرج صدق می کند: 113.گزینه 3

 

بنابراین تابع به صورت  در می آید. شکل داراي مجانب مایل است بنابراین باید حد تابع

آ ا ا

y =
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+x−)مجانب مایل:  2a− ) → y = −x+ 2alim
x→±∞

3
x

 0



صفحه 26

 
طبق شکل، عرض از مبدأ مجانب مایل منفی است یعنی اگر به جاي  عدد صفر قرار دهیم  باید منفی شود.

114.گزینه 2

 

 
با توجه به نمودار، مشتق تابع تنها در دو نقطه برابر صفر است پس معادله ي  باید داراي ریشه ي مضاعف باشد.

 
می دانیم:   115.گزینه 2

 
کافی است از این تابع دو بار مشتق بگیریم و ریشه هاي ساده ي  نشان دهنده ي طول نقاط عطف هستند.

 
ریشه هاي بدست آمده ریشه هاي ساده هستند بنابراین تابع داراي دو نقطه ي عطف است.

116.گزینه 2

 
باتوجه به جدول  طول نقطه ي  نسبی تابع است پس  نقطه ي  نسبی تابع است و در تابع صدق می کند.

 
خط به معادله ي  مجانب قائم تابع است پس در مخرج تابع صدق می کند. 117.گزینه 1

 

 
براي بدست آوردن مجانب مایل تابع، کافی است صورت را بر مخرج تقسیم کنید.

 
مجانب مایل تابع از نقطه ي  عبور می کند پس در معادله ي مجانب مایل صدق می کند بنابراین داریم:

 
ها مماس شده است بنابراین معادله ي تلاقی تابع با محور طول ها  باتوجه به نمودار، تابع داده شده در یک نقطه بر محور 

باید ریشه ي مضاعف داشته باشد.

xy
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 : شرط ریشه ي مضاعف

 
پس  است.

 
باتوجه به نمودار تابع داده شده  است. 118.گزینه 4

 
 
در مبدأ مختصات، مشتق برابر صفر است.

زاویه اي که مجانب مایع تابع با محور  ها می سازد  است پس شیب مجانب مایل برابر  119.گزینه 2

 
است.

ریشه هاي مخرج  و  هستند ولی از روي شکل فقط خط  مجانب قائم تابع است بنابراین  صورت را نیز صفر

 
می کند ( ریشه ي مشترك صورت و مخرج است.)

 

 :پس

 

 
نمودار تابع از مبدأ مختصات می گذرد بنابراین نقطه ي   در تابع صدق می کند. 120.گزینه 4

 

 
مجانب افقی تابع خط   است پس کافی است حد تابع را در بی نهایت حساب کرده و مساوي صفر قرار دهیم.

 

 
باتوجه به نمودار، خط   بر تابع   مماس است بنابراین معادله ي تلاقی آنها ریشه ي مضاعف دارد.

معادله ي تلاقی : 

  : شرط ریشه ي مضاعف

توجه کنید اگر   باشد تابع به صورت   در می آید که به ازاي  هاي مثبت،  منفی است و این با نمودار

 
همخوانی ندارد بنابراین قابل قبول نیست پس   است.
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