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 مفهوم حدّ: 

( ) = +f x x  )الف  2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
x x

f x
x

+ 
= 

=

2 2
5  )ب 2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
x

f x
x

−
=

−

2 4
 )ج 2
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( )f x x=     د( 
 
 
 
 
 
 
 

( )
x

f x
x

−
=

−

2
2

 )هـ 

 
 
 
 
 
 
 

( )f x
x

=
−

1
2

 )و  

 
 
 
 
 
 
 

( )f x
x

=
−  

1
 )ز 2
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)تعریف: گوییم تابع  )f x  ای به طول در نقطهa :حدّ دارد هرگاه 
 
 
 
 

)نویسیم: و می  )lim
x a

f x b
→

= 

 
 
 

)مثال: با توجه به نمودار   )f x شده را بنویسید.، موارد خواسته 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

( )lim
x

f x
→−2

 )ب 

 

 

( )lim
x

f x
→−3

 )الف 
 

 

( )lim
x

f x
→5

 )د  

 

 

( )lim
x

f x
→3

 )ج 

 
 

( )
→
lim
x

f x
9

 و ) 

 
 

( )lim
x

f x
→7

 هـ)  

  
 

( )lim
x

f x
→−5

 ز) 
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 حدّ راست: 
 
 
 
 

 حدّ چپ: 
 
 
 
 
 

 : aقطۀ حد در نزم و کافی وجود  شرط لا
 
 
 
 
 دست آورید. شده در صورت وجود به قطۀ داده در نحد توابع زیر را ثال: م

( ) ( )
x x

f x x
x x

+ 
= =



2 1 12  الف) 1

 
 
 
 
 
 

( ) ( )f x x x= − =3  ب) 3
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( ) ( )
x

f x x
x

  
= =

−
02

 ج) 

 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )f x x x x= − =    د )  1
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )f x x x x = − + = 
2 2 3  هـ)  1

 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )
x

f x x
x

−
= =

− 2
2 2

 و ) 1
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)             گی: همسای ),x a b0 
 
 
 
 

)                    همسایگی محذوف:  )  ,a b x− 0 
 
 
 

)                       همسایگی راست:  ),x x r

r

+



0 0

0
 

 
 
 

)                        همسایگی چپ:   ),x r x

r

−



0 0

0
 

 
 
 
 نیستند.  x0همسایگی   ،x0  همسایگی راستِ و  x0سایگی چپ  ، همx0فِ ذو: همسایگی مح1ذکر ت
 شود. چپ تشکیل می مسایگی راست و  هجتماع ذوف، از ا: همسایگی مح2ر ذکت
 
 

)ل: بازۀ  مثا  ),x x− +3 1 2  کدام است؟  xجموعۀ مقادیر است. م  5یک همسایگی عدد  7
1 ),−  2 1 

2 )( ),−2 1 
3  ),−  1 2 
4 )( ),−1 2 
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 باشد؟نمی  2نه همسایگی محذوف عدد ال: کدام گزیمث
1 )( ) ( ), ,−1 2 2 3 

2 )( )x − 
20 2 4 

3  )
( )x


−

2
1 4
2

 

4 )x x− 2 2 0 
 

 
 

)مثال: تابع   )
x

f x
x x

−
=

−   

 ست؟ ریف نشده اه تعقطریف شده که در خود آن نه تعط ذوف چند نقایگی محدر همس 29

1 )3 
2 )4 
3 )5 
4 )6 
 

 
 
 ریف شده است یا خیر؟تع 2وف ذایگی محت و چپ و همسرد بررسی کنید که تابع در همسایگی، همسایگی راسال: در هر مومث

( ) = − +f x x x2  الف) 2
 
 

( )
x

f x
x

−
=

−  

2
 ب) 1

 
 

( )
( ) ( )

f x

x x

=

− +
2

1
2 3

 ج) 
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 باشد؟می 2حذوف مثال: بررسی کنید دامنۀ چه تعداد از توابع زیر همسایگی م

( )g x
x

= −
−

1  ب) 12

 
 
 
 
 

( )f x x= − −2  فال) 1
 
 
 
 
 

( )k x
xx

= +
−− −

1 1
23 2

 د )  

 
 
 
 
 

( )
x

h x
x x

=
− +      

2 3 2
 ج) 

 
 
 
 
 

 
 شده را داشته باشد. دار تابعی رسم کنید که شرایط ذکرمثال: در هر مورد، نمو 

 ریف شده و حد دارد. عت 3الف( در همسایگی محذوف 
 
 
 

xعریف شده و حد دارد ولی حد و مقدار آن در  ت 3ب( در همسایگی  =  برابر نیست.  3
 
 
 

 تعریف شده و در این نقطه حد ندارد.  3ج( در همسایگی چپ 
 
 
 

 در این نقطه حد دارد. نشده ولی  تعریف  3د( در 
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 رات:تذکّ 
 رد. نیز ندا aقطۀ به مقدار داشتن در ن چنین ربطیندارد. هم  aفهوم مقدار تابع در نقطۀ ، هیچ ربطی به مa. مفهوم حد تابع در نقطۀ 1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 تر باشد.از هر مقدار مثبتی کم aبا  xباشد و فاصلۀ  aقطۀ در یک همسایگی محذوف ن x، یعنی aبه  xدیک شدن نز. 2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
طه نزدیک شد. به بیان  ه به آن نقخواۀ تابع، به میزان دل ل دامنتوان از نقاط داخه این است که بقطیک ن  حد در. شرط لازم وجود  3

 ف آن نقطه تعریف شده باشد. ل در یک همسایگی محذوبع باید لااقدیگر تا 
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)مثال:  )f x = با   2
f

D  ای حد ندارد. در هیچ نقطه  =
 
 
 
 
 

 مثال: 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )
/ /

lim : lim : lim :
x x x

f x f x f x
→ → →2 1 99 2 000001

 

 
 
 

 
 شده حد ندارند. ۀ داده مثال: نشان دهید توابع زیر در نقط

( ) ( )
x

f x x
x

= =
  

 الف) 0

 
 

( ) ( )
x

f x x
x

−
= = −

+

24  ب) 21

 
 

( )
( )

( )
x

f x x
x x

−
= =

−  

29 2
1

 ج) 

 
 

 aافِ طر اطرِ اخ، بلکه به  aطر خودِ خا یم نه به منه توجّه کنداه * ب
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 دست آورید.شده را به رد خواسته دار مقابل، مواثال: با توجه به نموم
 
 
 
 
 
 

 

( )lim
x

f x
+→

− −
0

 الف) 2

 
 
 

( )lim
x

f x
→

− 2
0

 ب) 4

 
 
 

( )lim
x

fof x
−→4

 ج) 

 
 
 

( )( )lim
x

f f x
+→

+
2

 د )  1

 
 
 

( )lim
x

f x
→

  2
 هـ)  

 
 
 

( )lim
x

f x
→

 
 2
 و ) 
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 حاسبۀ حدّ م
 

 قضایای حدّ 
 همانی. حد تابع ثابت و تابع  1
 
 
 
 
 ند و داشته باشیم: حد داشته باش aبه طول  ایدر نقطه  fو   g: اگر توابع ب، ضرب و تقسیمفاض، تجموع. حد م2

( )lim
x a

f x m
→

)و   = )lim
x a

g x n
→

 گاه: آن =

( )( )lim
x a

f g x
→

−  ب) =

 
 
 

( )( )lim
x a

f g x
→

+  فال) =

 
 
 

( )lim
x a

f
x

g→

 
= 

 
 )د  

 
 
 

( )( )lim
x a

f g x
→

  ج) =

 
 
 

 
 . حد ضریب و توان و رادیکال 3

( )( )lim
r

x a
f x

→
 ب) =

 
 
 

( )( )lim
x a

kf x
→

 الف) =

 
 
 

 

( )lim r

x a
f x

→
 ج) =
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)مثال: حد تابع   )
x x

f x
x

− +
=

−

22 3 1
xقطۀ  در نا ر 1 =  محاسبه کنید.  3

 
 
 
 
 
 است.  aار این توابع در نقطۀ شان، برابر مقداز دامنه  aای به طول ای و گویا در نقطه ابع چند جمله ه: حد توجینت
 
 
 
 
 
 به کنید:را محاسال: حدود زیر مث

lim
x

x x

x x→

− + +

− −

4

22

3 2 1
3  )الف 1

 
 
 

lim
x

x

x→

+

+

2

0

3
1

 )ب 

 
 
 

( )

x x

f x x x

x x

+  −


= − + −  
 − 


2

4 3
9 2 3 3

5 3
 )ج 

 
 
 

( ) ( )lim lim
x x

f x f x
→ →−

= =
3 3
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xتابع در  بیابید که حدای را به گونه aو  bمثال: در تابع زیر، مقادیر  = 2 .موجود باشد 

( )

x a x

f x ax b x

b x x

−  −


= + −  
 + 

3 2
2 2 2

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 

)ای بیابید که  مثال: در تابع با ضابطۀ زیر، مقادیر مجهول را به گونه  )lim
x

f x
→

=
2

)و   1 )lim
x

f x
→−

=
1

4: 

( )
x a

x
f x x b

ax bx c x

−


= −
 + + 

2

22
2

 

 
 
 
 
 
 
 
 

xیابید که تابع در نقطۀ  ای برا به گونه aمثال: در تابع زیر،  =  د.حد داشته باش 0

( )
x x x

f x x a
x

x

 − + 


=  +  


−

22 3 1 0

02
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)ای بیابید که تابع  را به گونه aمثال:  )
x

f x x a
− 

= − +    
 

1
xقطۀ  در ن 3 =  حد داشته باشد. 4

 
 
 
 
 
 

)ای بیابید که تابع  را به گونه  aو  bمثال:  ) ( )f x ax b x= +    ر  دx = )حد داشته باشد و نیز   2 )f =3  اشد. ب 6
 
 
 
 
 
 
 

)مثال: اگر   )lim
x

f x
→

=
3

1
)باشد، حاصل  2 )

( )
lim
x

f x

f x→

+

+

2

3

1
2  را بیابید.  1

 
 
 
 
 
 
 

)مثال: اگر بدانیم تابع   )f x قطۀ  در نx = )حد دارد و   5 )

( ) ( )
lim
x

f x

f x f x→

+
=

+25

2 3 1
)ل صباشد، حا  4 )lim

x
f x

→5
 ید.دست آوررا به 
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xثال بزنید که در  را م fو  gتابع  ومثال: د = fند ولی تابع حد نداشته باش 2 g+   درx =  حد داشته باشد.  2
 
 
 
 
 
 
 
xل بزنید که در  را مثا  fو  gال: دو تابع مث = fند ولی  حد نداشته باش 1 g   درx =  حد داشته باشد.  1
 
 
 
 
 
 
 

xدر   fکه  مثال بزنید fو  gمثال: دو تابع  = xدر   gحد داشته باشد،  2 = fلی حد نداشته باشد و 2 g   درx =  حد داشته باشد.  2
 
 
 
 
 
 
 
xه در  کطوری را مثال بزنید به fتابع  ال:مث = xدر   fی  حد نداشته باشد ول 1 =  حد داشته باشد.  1
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xدو در   ه هرمثال بزنید ک fو  g: دو تابع مثال = f، اما شندحد داشته با  3

g
xدر    =  حد نداشته باشد.  3

 
 
 
 
 
 
 

xدر   fمثال بزنید که  fو  gدو تابع ل: ا مث = xدر   gداشته باشد.  1 = fحد نداشته باشد ولی  1

g
xدر    =  حد داشته باشد.  1

 
 
 
 
 
 
 

fاگر  مثال: ثابت کنید  g+  درx a=  باشد و حد داشتهf   نیز درx a= د داشته باشد، حg  نیز درa  .حد دارد 
 
 
 
 
 
 
 

fحد نداشته باشد،   aدر  gحد داشته باشد و  aدر  fت کنید اگر  : ثابمثال g+  درa دارد. حد ن 
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 ها برابر صفر است. نآخرج مد صورت و کسری که ححاسبۀ حد توابع م

 مثال: حدود زیر را محاسبه کنید. 

lim
x

x

x→

−

−

2

3

9
 )الف 3

 
 
 
 

lim
x

x x

x x→−

− −

− −

2

21

6 7
2 3 5

 )ب 

 

 
 
 

lim
x

x

x→−

+

+

3

2

8
 )ج 2

 

 
 
 

lim
x

x x

x x→

− +

− +

3

4 31

2 7 5
5  )د  4

 
 

 
 

lim
x

x x x

x x→

− + +

−

3 2

23

5 3 9
 )هـ 3
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lim
x

x

x→

+ −

0

2  )و  2

 
 
 
 
 
 
 

lim
x

x

x x→

+ −

− +21

3 2
2 5 3

 )ز 

 
 
 
 
 
 
 

lim
x

x

x x→

−

+ − +3

3
4 1 2

 )ح 

 
 
 
 
 
 
 

lim
x

x x

x x→−

+ +

+ +2

2 18
2 3

 )ط 
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lim
x a

x b a b

x a→

− − −

−2  )ی  2

 
 
 
 

 
 

lim
x

x

x x→

−

− −

3

227

3
26 27

 )ک  

 
 
 

 
 
 

lim
x

x

x→−

− −

+ 38

1 3
2

 )ل  

 

 
 
 
 
 

( )( )
lim
x

x x

x x→

− −

− +

3

21

1 1
2 1

 م )  
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lim
x

x x

x→

−2

0

 ن) 2

 
 
 
 
 

lim
x

x x

x x−→−

+ +

+ −

2

22

4 4
2

 )س  

 
 
 
 
 

lim
x

x x

x x+→

− + −

− +24

4 2 4
7 12

 )ع  

 
 
 
 
 

lim
x

x x

x x
−→

− −

− +

2

22

2
2 12

 )ف 

 
 
 
 
 

lim
x

x x

xx+→−

 
− 

+− 
21

2
 )ص 11
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 حد توابع مثلثاتی 

( )

limsin sin limcos cos

limtan tan limcot cot

x a x a

x a x a

x a x a

x a x a

a k a k

→ →

→ →

= =

= =

 
  +   

 2

 

 
 مثال: حدود زیر را محاسبه کنید. 

sin cos
lim

cosx

x x

x
→

+

+ 2
6

2
1

 )الف 

 
 
 
 

sin cos
lim

cosx

x x

x
→

−

4
 )ب 2

 
 
 
 

cos
lim

sinx

x

x→

−
20

 )ج 1
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cos
lim

cos cosx

x

x x→

−

−0

1
2

 )د  

 
 
 
 
 

tan sin
lim

sinx

x x

x→

−
30

 )هـ 

 
 
 
 
 

sin sin
lim

cosx

x x

x
→

+ −2

2
2

2 3  )و  5

 
 
 
 
 

sin
lim

sin sinx

x

x x
→

−

+
2

1
 )ز 3

 
 
 
 
 

tan cot
lim

sinx

x x

x
→

+ −

−

2 2

4

2
1  ح) 2
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cos
lim

sinx n

x

x→

+ 3

2
 )ط 1

 
 
 
 
 

sin sin
lim

tan tanx

x x

x x→

−

−0

2 2
2  )ی  2

 
 
 
 
 

sin sin
lim

sin sinx

x x

x x
→

+ −

− +

2

2
6

2 1
2 3  )ک  1

 
 
 
 
 

sin
lim

cosx

x

x
+→ −0

2
2 2 2

 )ل  

 
 
 
 
 

sin sin
lim

tan tanx a

x a

x a→

−

−
 )م  
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cos

lim
cotx

x

x
→

 
+ 

 

4

4
2

 )ن 

 
 
 
 
 
 

cos cos
lim

sinx

x

x→

− 3

20
 )س  

 
 
 
 
 
 

tan tan
lim

cos
x

x x

x


→

−

 
+ 

 

3

3

3

6

 )ع  

 
 
 
 
 
 

sin cos
lim

sin cosx

x x

kx kx→

+ −

− −0

1
 )ف 1

  



  

 

 

26 

sin                 قضیه: 
lim
x

x

x→
=

0
1 

 
 
 
 
 
 

 نتایج: 
tan

lim
x

x

x→
=

0
 ب) 1

 
 
 

sin
lim
u

u

u→
=

0
 )الف 1

sin tan
lim lim
x x

Kx Kx
K

x x→ →
= =

0 0
 ج) 

 
 
 

lim lim
sin tanx x

u u

u u→ →
= =

0 0
cos )هـ 1

lim
x

x

x→

−
=20

1 1
 )د  2

 
 
 

 
 کنید. حاسبه مثال: حدود زیر را م

sin
lim
x

x

x→0

5
 ف)ال 2

 
 
 

sin
lim
x

x

x→

3

30

2
 )ب 4
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tan tan tan
lim
x

x x x

x→

 
30

2  )ج 3

 
 
 
 
 

( )sin
lim
x

x

x


→

− 


−3

3

3

 )د  

 
 
 
 
 

( )sin
lim
x

x

x→

−

−

2

2

4
 )هـ 2

 
 
 
 
 

( )tan
lim
x

x

x→

−

−

3

21

1
 )و  1

 
 
 
 
 

sin
lim

sinx

x x

x x→

+

−0

3 5
3  )ز 5

  



  

 

 

28 

sin
lim

tanx

x

x→0

9
7

 )ح 

 
 
 
 
 

tan
lim
x

x

x


→

−


−4

1

4

 )ط 

 
 
 
 
 

tan sin
lim
x

x x

x→

−
30

 ی ) 

 
 
 
 
 

lim
tanx

x

x→

+ −

0

1 2 1
 )ک  3

 
 
 
 
 

cos

lim
x

x

x→



−1
2

 )ل  1
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cos
lim
x

x

x→

−

0

 )م  1

 
 
 
 
 

cos
lim

sinx

x

x→

−
20

1 2
 )ن 3

 
 
 
 
 

lim
cosx

x

x
→

− 

2

 )س  2

 
 
 
 
 

sin
lim
x

x

x
→

−

− 
4

2 1
 )ع  4

 
 
 
 
 

cos
lim

cosx

x

x→

−

−0

1 5
1  )ف 3
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cos
lim

cos cosx

x x x

x x→

−

− +

2 2

20

2 2
2  )ص 1

 
 
 
 
 

cos
lim
x

x

x→

− 3

20

 )ق  1

 
 
 
 
 

tan cos
lim
x

x x

x−→

−
20

4 1  )ر  4

 
 
 
 
 

tan cos
lim

sinx

x x

x x→

+ −2

0

1  )ش 2

 
 
 
 
 

sin
lim
x

x

x


→

−

 
− 

 

2
2

1

2

 )ت 
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cos
lim
x

x

x
→

−

 −
4

2 2
4

 )ث 

 
 
 
 
 

( )

cos
lim
x

x

x→

+ 

−
21

1
1

 )خ  

 
 
 
 
 

cos
lim
x

x

x
→

−

 −
3

1 2
 )ذ  3

 
 
 
 
 

cos
lim

cosx

x

x→

+

−

1 5
1  )ض  4

 
 
 
 
 

cos
lim

sin tanx

x

x x x→

−

+20

1 4
2  )ظ 7
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( )
lim

sinx

x x

x→

+ − +

−2

7 3 3
 )غ 2

 
 
 
 
 

cos cos
lim
x

x x

x→

 − 
20

 )گ  

 
 
 
 

lim

sin
x

x

x
→

−


−

3

1

1
1 2

 )چ 

 
 
 
 

sin

lim
x

x

x
→

−

− 
3

3
2

 )پ 3

 
 
 
 
 

cos
lim
x

x

x
→

− +

− 2 2
2

1 1
4

 )ژ 
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) lim sin cot
x

A x x
→


0

3 

 
 
 
 
 

( )) lim tan
x

B x x
→


−

1
1 2 

 
 
 
 
 

( )) lim cos cot
x

C x x
→

− 2
0

1 

 
 
 
 
 

) lim tan tan
x

D x x


→

 
 − 

 4

2 4 

 
 
 
 
 

) ( ) ( )lim tan sin
x

E x x


→

−

2

3 1 
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 حدّ توابع شامل جزء صحیح

 
 
 
 
 

lim
x

x
→

  3
 )الف 

 
 
 
 

/

lim
x

x
→

  1 5
 )ب 

 
 
 
 

( )lim
x

x x
→

−   3
 )ج 3

 
 
 
 

lim
x

x

x→

−

  
1
2

 )د  2

 
 
 
 

lim
x

x

x+→

−

−  2

2
 ـ)ه 2
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lim
x

x

x+→

−  

−23

3
9

 )و  

 
 
 
 
 

lim
x

x

x→

−

−  
3

2
 )ز 2

 
 
 
 
 

lim
x

x x

x x+→

−  

−   

2

41

 )ح 1

 
 
 
 
 

lim
x

x x
x x

x−→

−   
 − +

−

2
24

8  )ط 1616

 
 
 
 
 

lim
x

x x

x x−→

−

+ −  0  )ی  1
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lim
x

x x

x→

 −    

−  

2 2

1  )ک  1

 
 
 
 
 

lim
x

x
x

→

    +      4  )ل  2

 
 
 
 
 

lim
x

x x

→

 −   
+    

    6 2  )م  3

 
 
 
 
 

lim
x x−

→

 
 
 1

5

 )ن 1

 
 

 
 

lim
x

x
x

x
x

−→

 
− +  

 

 
+ − 
 

2

5

25 5
55

 )س  
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lim sin
x

x
+→−
    ع( 

 
 
 
 
 
 

lim sin
x

x
+→−

 
  
 )ف 

 
 
 
 
 
 

( ) ( )f x x= − +
23  )ص 1

 

( )

( )

lim

lim

x

x

f x

f x

→−

→−

  

 
 

1

1

 

 
 
 
 
 
 

lim
x

x

x−→

+ 
 − 3

2 1
 )ق  2
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limمثال: اگر  
x

x
b

x ax→

−
=

− +

2

22

4
)باشد   6 )b  0 ،b   وa .را بیابید 

 
 
 
 
 
 
 

limمثال: اگر  
x

x ax
b

x x→

− +
=

+ −21

3
3  را بیابید. aو  bباشد،  4

 
 
 
 
 
 
 
 

xدر نقطۀ   fرا طوری بیابید که تابع  aو  bمثال:  =  نقطه باشد.  آنبرابر مقدار تابع در  آنحد داشته باشد و حدّ  1

( )

x x
a x

x x

f x b x

x x

 −
 

− +


= =

− +   




2
1

2 1
1

4 1
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sinمثال: حاصل 
lim

cosx

x

x x+→



+   

2

1
 (  8 کدام است؟ )خ  ،

1 )1 
2 )2 
3  ) 
4 )2 
 

xمثال: حد عبارت 

x x

− +

− +

3

2
2 3 2
5 18 xوقتی   16 →  (  8 کدام است؟ )خ تجربی  2

1 )−
1
3 

2 )−
1
4 

3  )−
1
6 

4 )−
1
8 

 

limمثال: حاصل 
x

x x

x x→

− +

− +1

2 7 5
2 3 1

 ( 88 ، کدام است؟ )س 

1 )/
−1 5 

2 )/
−1 2 

3  )/
−0 8 

4 )/
−0 6 

 

limمثال: حاصل 
x

x

x−→−

+  

+2

3
 ( 88 ، کدام است؟ )تجربی 2

1 )− 
2 )1- 
 ( صفر3
4 )1 
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limمثال: مقدار 
x

x
x

x
x

−

→−

 
− +  

 

− 
−  
 

2

1
2 2

312 5

216
 با کمی تغییر(  –1400، کدام است؟ )س 

1 )4
3 

2 )0 

3  )5
8 

4 )3
4 

limمثال: حاصل 
x

x x

x
→

− −

− −

2

4

3 10 8
3 1

 ( 87، کدام است؟ )تجربی 

1 )112 - 
2 )86 - 
3 )  4 - 
4 )72- 

)در شکل زیر داده شده است. مقدار   gو خط راست    fمثال: نمودار سهمی   ) ( )
lim
x

f x g x

x−→

+

−4 کدام   4

 ( 1400)تجربی خ است؟ 

1 )−
3
2 

2 )−
5
4 

3  )5
4 

4 )3
2 

cosمثال: اگر   sin
lim

cos

a

x

x x

x


→

−
=

 
+ 

 
4

2

4

 ( 82کدام است؟ )س   a گاهآنباشد،  

1 )−
1
2 

2 )−
1
4 

3  )1
4 

4 )1
2 
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limمثال: اگر  
x

ax b

x→

+ −
=

−21

2 3
 ( 85کدام است؟ )خ  bباشد،  21

1 ) - 
2 )6 - 
3 )4 
4 )5 
 

مثال: اگر  
cos

lim
x

x x

ax b+

→

  − 
=

+

2

1
6

4 12 1
2

a  گاهآنباشد،   b+  ( 82کدام است؟ )خ 

1 )20 - 
2 )16 - 
3 )10 
4 )12 
 

tanمثال: حاصل 
lim

sinx

x

x
−

 
→ 
 

−

+

2

3
4

1
1 2

 ( 87، کدام است؟ )س 

1 )−2 2 

2 )− 2 

3  )2 

4 )2 2 
 

sinمثال: حاصل  sin
lim

cosx

x x

x
+→

−

+

3
2 2

 ( 87کدام است؟ )خ  

1 )2- 
2 )1- 
3 )1 
4 )2 
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tanمثال: حاصل 
lim
x

x

x x→

− 

−1
4

1
2

 ( 81کدام است؟ )س  

1 )− 2 
2 )2 
3  ) 
4 )− 

 

cosمثال: حد عبارت  x

x

x، وقتی  1− +→  ( 86کدام است؟ )خ  0

1 )1- 

2 )−
1
2 

3  )1
2 

4 )1 

 

)مثال: حاصل  )
cos

lim
x

x
x x

x→

−
+ −      

− +

3

20

12 2
1 1

 ( 84کدام است؟ )س  

1 )3- 
2 )3 
3 )0 
 ( حد ندارد 4

 

cosمثال: حاصل  cos
lim
x

x x

x→

−
20

 ( 83کدام است؟ )خ  5

1 )2 
2 )3 
3 )4 
4 )6 
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)مثال: حاصل  )sin cos
lim

cosx

x

x→

+

−

1
1  ( 82کدام است؟ )س  2

1 )1
4 

2 )1
2 

3 )1 
4 )2 

 

)مثال: اختلاف حد راست و چپ تابع  )
cos x

f x
x


=

−1 2
1ای به طول  در نقطه  

 چقدر است؟  2

1 )

2 

2 ) 
3  )2 
4 )4 

 

limمثال: حاصل 
cosx

x x

x
−→

+ − −

−0

2 3 2
1

 ( 88 ، کدام است؟ )خ 

1 )2- 

2 )− 2 

3  )2 
4 )2 

 

)مثال: حد تابع   )
sin

sin

x x
f x

x x

  
= −   
   

xوقتی   2  کدام است؟  0→

1 )0 
2 )2 
3 )2 - 
 ( حد ندارد 4



  

 

 

44 

sinمثال: با فرض 
lim

cosx

x
b

a x
→

−
=

+

2

2
3

4 3
a، مقدار 2 b+  کدام است؟ 

1 )5 - 
2 )3 - 
3 )3 
4 )5 
 

)، تابع aازای چه مقدار مثال: به ) ( )f x a a x
x

 
= + − − −   + 

22 1 xدر نقطۀ   11 =  دارای حد است؟  2−

1 )1
3 

2 )1
6 

3  )2
3 

4 )−
1
4 

 

 درستی محاسبه شده است؟ مثال: کدام حد به

lim
x

x x
→

=  3
9(2  

lim
x

x

x→
=

  
0

1 (1 

 

lim
x

x

x→
=

− 20
03 (4 lim

x

x

x+→

  
=

0
0(3 

 

 حد دارد؟  1ای به طول یک از توابع زیر در نقطهمثال: کدام

( ) ( ) ( ) ( )
x

f x f x x f x f x
x x x x

−
= = − = =

+ − −          

2 11 21 1 

 

 
 



  

 

 

45 

 
 پیوستگی 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 پیوسته است هرگاه: aای به طول در نقطه fتعریف: تابع 
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 شده، بررسی کنید.مثال: در هر مورد پیوستگی تابع را در نقطه داده 

( ) ( )
x

f x x
x

−
= =

−2
4 416

 )الف 

 

 

 

 

x)در نقطۀ   = 2)   ( ) ( )

x

f x x
x x

x

=


=  −
 + + 

−

2
2

4 2
2

5 22
 )ب 

 

 

 

 

x)در نقطۀ   =0 )    ( )
cos

x

f x x
x

x

 =


= 


−

2 0

0
1

 )ج  

 

 

 

 

/)در نقاط 
,x x= =2 5 2 )      ( )f x x x= −     د( 
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x)در نقطۀ   = 2)       ( )
x x

f x
+   

= −   
   

1
2  )ه  3

 

 

 

 

x)در نقطۀ   = 1)    ( )

x
x

xf x
x x

x

 −


 −
= 

−




2

2

1 11
2 14

 )و  

 

 

 

 

x)در نقطۀ  


= 4)   ( )

tan

cos

cos

x
x

x
f x

x x

 − 
 


= 

   


21 02 4

2 3 4 2

 )ز 

 

 

 

 

( )

cos x

x
f x x

x

 

 

=  −

 =


2 11
12

 )ح 
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 شده، پیوسته باشند. ای تعیین کنید که توابع زیر در نقطۀ داده را به گونه aو  bمثال: مقادیر 

x)در نقطۀ   = −3)    ( ) ( )f x x a x= −   
 )الف 2

 

 

 

 

x)در نقطۀ   =
1
2)   ( )

a x x
x

f x b x

x
x

x

 − 
+   

 


= =

 −


−

1 12 2
1
2

8 2 1
2 1 2

 )ب 

 

 

 

x)در نقطۀ    = 4)  ( )

( )

/

sin

x
x b x

x

f x x

a x
x

x

 −
− +   

−


= =
 −
 − 
 −

43 5 44
2 4

4 2 4
2

 )ج 

 

 

 

x)در نقطۀ   =0)   ( )
x a x b

x
f x x

x

 + + −


= + −
 =

2 2 0
1 5 1

4 0
 )د  
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x)در نقطۀ   a=)   ( ) ( )

cos x
a x a

x af x

x a


+


−= 


 =



2

2

1

8

 ـ)ه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x)در نقطۀ   = 1 )    ( ) ( )

x ax b
x

f x x

x

 + +


= −


=

3

2 1
1

3 1
 )و  
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 طرفهپیوستگی یک 

)مثال: پیوستگی تابع   )f x x= xرا در   3− = )و پیوستگی تابع  3 )
x x

f x
x x

− 
= 


2

2 1 2
2

xرا در    =  بررسی کنید.  2

 

 

 

 پیوستگی راست: 

 

 

 

 پیوستگی چپ: 

 

 

 

)ای بیابید که تابع گونهرا به aمثال:  )
x

x
xf x

a x

 +
 −

+= 


= −

3 27 33
3

 از چپ پیوسته باشد.   3ای به طول در نقطه  

 

 

 

)مثال: وضعیت پیوستگی تابع  )

sin x

x
f x x

x

 

 

=  −

 =


2
2 24

28

xرا در    =  بررسی کنید. 2
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xای بیابید که تابع زیر در گونهرا به  aو  bمثال:  =  از چپ و راست پیوسته باشد.  1

( )

cos

tan

x
x

x

f x b x

x
a x

x

 + 





= =


+ −  
 −

2
1 1

1
3 2 1
1

 

 

 

 

 

 

 

 

xبا ضابطۀ زیر در  fمثال: اگر تابع   =  را بیابید.  aپیوستگی چپ داشته باشد،  1

( )
x x

a x
f x x x

x

  −
   =  − + 


=

3

2
2 1

2 1
1 1

 

 

  



  

 

 

52 

 پیوستگی روی بازه:

( ): ,a b 

 

): ,a b 

 

(: ,a b 

 

: ,a b   

 

)تابع   مثلاا  )f x x= ,( بازۀ بر  5− 5   پیوسته است. تابع( )f x x=     بازۀ روی ),1  پیوسته است.  2

,توابع  cos , siny x y x y x= =  پیوسته هستند.  روی   =

 

 های زیر بررسی کنید. بازه، پیوستگی را بر fمثال: با توجه به نمودار تابع 

,الف(    0 3 

)ب(  ),3 6 

−,ج(   −  4 1 

)د(   ),−1 0 

 

)را طوری تعیین کنید که تابع  aمثال: حدود  )
x

f x
x ax

+
=
− + −2

2 1
1

 پیوسته باشد.  روی   
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)مثال: فرض کنید  )
( )x x x

f x
x ax b x

 − −   
= 

+ + − 
2

1 1 1
1 1

 ( 88 ؟ )س استکدام   aیک تابع همواره پیوسته باشد. مقدار  

1 )−
3
2 

2 )1- 
3 )1 

4 )5
2 

 

)مثال: تعداد نقاط ناپیوستگی تابع   ) sin ;f x x x x=      ( 88 ، کدام است؟ )خ 2
1 )3 
2 )2 
3 )1 
 ( صفر 4

 

)، تابع با ضابطۀ aازای کدام مقدار مثال: به )

sin sin

cos

x x
x

xf x

a x

 − − 


= 
 =



2

2
2 1

2

2

xدر   


=  تجربی( 88 پیوسته است؟ )خ  2

1 )1.5 
2 )1 
3 )1- 
4 )1.5 - 

)مثال: تابع با ضابطۀ  )

x a b
x

xf x

x

 + −



= 
 =


3
0

1 012

 ( 87کدام است؟ )خ  bپیوسته است.  ۀ اعداد حقیقی  مجموعبر روی  

1 )1 
2 )2 
3  )3 
4 )4 
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)مثال: تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع با ضابطۀ  )f x x x
   

= − + +   
   

1 2
3 ,  بازۀ در  3

 
− 
 

5 5
3  ( 87کدام است؟ )خ  ،3

1 )2 
2 )3 
3 )4 
4 )5 

)مثال: تابع با ضابطۀ  )
x x

x
f x x x

a x

 −   


=  − −
 =

3 26
2

2,(  بازۀ ، در aازای کدام مقدار به   ( 87پیوسته است؟ )س  3

1 )1
11 

2 )1
9 

3  )1
8 

4 )1
6 

)تابع با ضابطۀ  bو   aازای مقادیری از مثال: به )
x x x

f x
ax b x

    
= 

+ 

1
1

 (  8 کدام است؟ )خ  aپیوسته است.  روی   

1 )−
3
2 

2 )1- 

3  )−
1
2 

4 )1
2 

)مثال: فرض کنید  ) ( ),

x

f x x g x x

x




= − = =
− 

2
1 0

1 0 0
1 0

 تجربی(  1400کدام است؟ )س  gof، تعداد نقاط ناپیوستگی تابع 

 ( صفر 1
2 )1 
3 )2 
4 )3 
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)مثال: تابع با ضابطۀ  )
x x x

f x
a x

 + −       = 


 ( 86ۀ اعداد حقیقی پیوسته است؟ )س مجموعروی  aازای کدام مقدار به 

1 )1- 
2 )1 
3 )0 
 ناپیوسته( همواره 4

 

)مثال: تابع با ضابطۀ  )
sin

cos
x

x x
f x x

a x

  
 =  

 =

4 2
0

xدر   aازای کدام مقدار به   ( 86پیوسته است؟ )خ  0=

1 )1- 
2 )0 
3 )1 
 ( همواره ناپیوسته4

 

)، تابع با ضابطۀ  aازای کدام مقدار  مثال: به )

cos

cos

sin

x
x

x
f x

x a x


 


= 

 −   


3 0 2

5 22

,  بازۀ  ، بر روی     0  تجربی(  84پیوسته است؟ )خ    2

1 )1 
2 )2 
3 )3 
4 )4 

 

)مثال: تابع با ضابطۀ  ) ( )
 
sin

x
f x x= − 1  در نقاطx  ( 83خ از نظر پیوستگی چگونه است؟ ) 

 ( همواره پیوسته 1
 ( فقط در اعداد فرد پیوسته 2
 ( فقط در اعداد زوج پیوسته 3
 راست ناپیوسته( از چپ پیوسته، از 4
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)مثال: تابع با ضابطۀ  )

cos

cos

x
x

xf x
x

a x

 +
   

 − = 
   


1 2

2 03

xدر    aازای کدام مقدار ، به =   تجربی(  83پیوسته است؟ )خ 

1 )−2 2 

2 )− 2 

3  )2
2 

4 )2 

)تابع با ضابطۀ  aازای کدام مقدار مثال: به )
cos cosx x

x
f x x

a x

 −
 

= 
 =

2 0

0
xدر     پیوسته است؟  0=

1 )−
1
4 

2 )−
1
2 

3  )1
2 

 a مقدار( هیچ 4
 

)مثال: اگر تابع   ) ( )f x x ax b x= + +   
)  بازۀ روی 2 ),2 aپیوسته باشد،  5 b+  چقدر است؟ 

1 )5 
2 )5 - 
3 )7 
4 )7- 

)مثال: تابع   )f x x x = − + 
2 4  در کدام نقطه، فقط پیوستگی چپ دارد؟  1

1 )1 
2 )2 
3 )3 
4 )4 
 
 


